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Predmluva.

e

(,.}ilewdéwju svou knihu natim &koldm, pfipomenouti mu-
sim, #0 jsem se vyiasnazil, abyel vyhovel i pedpishm ziko-
nityi 1 pusadavkiim doby wovejsd,

Priblizel jsem vinde hlavé k toum, by ditkazy byly po
moznosti snadny, priizeatny a peesuy, jukoz i ka geometrickému
syklnln audytichyel vikonii.  Pomdmky &etné namffeny jsou
piloegiin Zikiom, Ktefi tu najdon nejen dosti litky lku pre-
mystent, ale, oz wielem jest, popude ku viastufmu  studiu,
Jelikoz determinanty nejson dosnd pojmuty v rozsahk néiva Skol-
niho, nemohl jsem arei jimi pocitati, Munochodem 4 jen na
wilo mistech podatku upotfebil jsem pouze tvaru determinantu
juko ekuviconiny vyrazu jiz vypobitancho 1 to z tychZ pricin,
7 Jakyeh pozndmky v knize uvadim, Vadyt lze toto oznadent
na téeh étyfech neb péti mistech vynechati, komu by to byle
pewfstuym,  Peikludit v knize uvddim dosti, mimo to najde
pilny Zak hojnoest ptikladd, jez jsem ku konei knihy pFipojil,
pii cemd hlavee kua éfseluym pitkhulim jsem prihlizel.

Yan nakladatel s nzninf hoduon  ochotou  postaral se
it vzornon Upravue e doe obrazed i oco do tiske, za¢ mu
hudiz zede vysloven mij ik,



Aby po moZnosti i tisk byl zcela spravny, poZidal jsem
za pridinow své vzddlenosti od mista tisku pfitele svého pana
_prof. Ant, Votrubu, by mi laskavé obstaral korrekturu. Za
neviednf ochotu a péli, kterou korrektufe vénoval, budteZ mu
zde vyjad¥eny mé diky.

-Zbyvé mi toliko pfanf, by se té knihy na $koldch nagich
hojné upotfebovalo; vidél bych pak, Ze préce knize této pouze
z 1asky ku véci samé vénovand prispéje ku zdaru a rozkvétu
nagich &kol.

-V Litomy§li na den sv. Anny r. 1883.

'  Spisovatel.



Milovanému pfiteli a uciteli svému

Dr. Josefu Durdikovi,

v. f. prof. na . k. %eském vysokém ufen{ Karlo-Ferdinandovi,
ti & prodekanu filos. fakulty, &lenn kr. Seské spolefnosti nauk,
poslanci na snému feském a t. 4., a t. 4,

dyohdy professoru pfi pymnasiu v Litomym
knihu tuto

posvécuje

vd&ny jeho %4k






Geometrie bodu.

Rovnobéiné souiadnice bodu.

Bychom jednoznagné polohu boduw v roviné uréili, upotie-
bujeme tak zvanou soustavu soufadnic ¢l koordinat.
Sestrojime totiZ v roviné dvé pfimky X X' a Y'Y, jeZ povaiu-
jlce za pevné, jmenujeme je osy soufadnic. Bychom roze-
zndvali tyto dvé pifmky, jmenujeme pffmku XX’ osa dse-
dek (axis abscissarum) & osa X a p¥mku Y'¥' zoveme osa
pofaden (axis ordinatarum) & osa Y, prisek jejich O jme- .
nujeme poédtek soustavy soufadnic.

Danym bodem P v roviné
soustavy soufadnic & kritko v ro-
viné soufadnic (obr. 1.) vedme PN
rovnobé&Zné s osou XX’ a PM
rovoobéimé s osou Y¥. Délky K48 ﬁ;
téchto rovnobd%ek jsou  polohou 4’ ‘
bodu P v roviné soutadnic zfiplna
urfeny i naopak, zname-li délky
PN a PM, mohli bychom polohu bodu P uréiti. Stavime-li
totit PN=a, PM=>0, ticba, bychom jen odm&iili na ose
X poéinajice od poddtku souradnic délku OM = a; podobné na -
ose Y délku ON =5, nateZ bychom vedli rovnob&Zky s osami
~ soufadnic MP, NP. Prisek téchto rovnobéZek divd ndm
bod P. Rovnobétky MP a NP jmenujeme souiadnice —

Obraz 1.

koordinaty — bodu P. Soufadnici rovnobéZnou s osou X, totiz -~

NP, kteriZ se patrné rovni délce OM, oznalujeme obylejné

" " Zahradnik, Analytickd geometrie. 1



9

pismenem z a zveme ji Gsefkou (abscissou), a podobné ozna-
tujeme soufadnici M P, rovnob&inou s osou Y, pismenem y
a jmenujeme ji potfadnou (ordinatou) bodu P. ‘

2. Seznali jsme, Ze jsou soufadnice hodu P polohou
jeho zfiplna uréeny; ma-li vak i naopak poloha bodu P byti-
jednoznalné urdena jeho soufadnicemi, musfme nejen velikost
sonfadnic, nébrZ i jejich smé1 uvaz1t1 a jej znaménkem pri-
hodné vytknouti.

MiZeme totiZ délku NP=a

na ose X po obou strandch od po- »
gitku souradnic odmé¥iti, podobn¢ e
bychom i délku MP =15 po.oboun M/ 0/ ?X

strandch osy Y od poddtku sou-.
fadnic odméfiti mohl. Vedeme-li
nyni (obr. 2.) koncovymi body M,
M, Usekit na oge X rovnobéZky Obraz 2.
s osou Y a podobné koncovymi ;
body N IV, usekil na ose Y rovnobdzky s oson X, oberIme
takto C(tyii body P, P, F,, P, a kazdy ztéchto bodil md
tsetku @ i poradnu &.. : '

MéZeme v8ak, tak jako to dinfme v trigonometrii, roz-
dilny smér dsedek OM, OM, znaménkem vyjadfiti. Vezmeme
smér tselky O za kladny a smér OM, jakoZto zdporny smér
osy X; podobné vezmeme smér pofadny ON za kladny a smér -
ON, za zdporny smér osy Y. Dle toho miZeme soufadnice
zminénych &yt bodd P, P,, P, P;, predpoklidajice velidiny
‘@ i b za Kladné, nisledujicim zplsobem schematicky vyjédriti:

| =]
Pldaidtb
-Pl —'“‘+b
Pil—al—0
Pl4al—0,

z teho shleddvdme, Ze kaZdému z téch étyl bodd rozdilny
par soufadnic prisludi. ‘ . '
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Znatf-li tudiz @, b Avé jakékoli redlné velitiny, jsou
p=a, y=b
dvé rovnice, jimiZz kazdy bod v roving vyjidfiti mZeme.

" Bod, jenZ m4d soufadnice z =a, y = b, oznaéuJeme zkratka
jako bod (a, b). ‘

Dle toho je (o, &) bod N (obr. 2.), (—a, o) znadt
bod M,, (o, 0) politek soufadnic O. Pravime taktéZ misto
bod P, jenZ md za soufadnice z=a', y =14/, zkritka bod
P (2, y).

3. Seznali jsme, Ze dv& rovnice tvara

g=a, y=>
vyjddrujf zcela urdity bod. Tu se nim namitd otazka, co Anaéi
jedna z t&ch rovnic, na pf. z=a?

Sunadné nahlédneme, Ze je rovnici touto vdedrena primka
rovnobéZna s osou ¥ Jdouci bodem M na ose X ve vzdile-
nosti OM =« od poditku soufadnic. Kazdy bod této prfmky
md totiZ za dsefku @, coZ pravé vyjidiuje dand rovnice,

Podobné vyjddiuje rovnice y =& primku rovnobéinou
s osou X, jdouci bodem IV na ose Y ve vzddlenosti ON =15
od potitku soufadnic. Rovnice osy X je tudiZ y = o a rovnice
osy Y je z=o.

4. Dv& rovnice z =@, y = b znadi tudiZ bod, co prisek
dvou pfimek, z nichZ jedna je rovnobésna s osou ¥, druhd
rovnobéZna s oson X. ~

Mysleme si v roviné dvé sou-
stavy rovnobéZnych p¥imek (obr. 8.);
i vytknéme sobd v kazdé soustavé
Po jedné primee co osy soufadnic,
kaZdy par primek nespadajict v je- // m 7 i
dnu soustavu urtuje jisty bod. — %f‘r—_
Uhel @, jeji &uf osy souadnic, / // //// /77
jmenujeme flilem soustavy soufa-
dnic rovnobéinyeh. - MEF{-1 tento Obraz 3.

1*




fthel 90° mime pravofthelnou soustavu soutadnic, v kaZdém
jiném pripadé méime kosodhlou soustavu soufadnic. V ndsle-
dujfcfm upotfebime veskrze pravodhelné soustavy soufadnic,

ku kosotihelné soustavé piihlédneme pouze v pozndmkdch.

Polarné souiadnice bodi.

5. Jiny jednoduchy zplsob,

~ jtmg polohu bodu P v roving uréu- e
jeme, jest ndsledujici: Vytkneme e, e
st v roviné né&jaky pevny bod O gy i X

. 3y y.'.y
(obr. 4.) a vedme jim pevnou pfim- /{/\\

ku 0X. Bod O jmenujeme po- S

lem a piimku OX, kterdZ je po Obraz 4.

jedné strang polem omezend, aviak

u druhém sméru OX neomezend, jmenujeme polarnou osou.

Poloha bodu P v roviné je nyni urlena, zndme-li vzda-

" lenost OP bodu P od polu, ji# jmenujeme provodid (radius
~vector) bodu P, a fihel POX, jej provodié bodu s poldrnou

osou uzavird. Uhel tento jmenujeme polirny dhel &li
anomalie. Provodi¢ OP oznafujeme obyéejné pismenem »
a polirny fthel POX pismenem .
Velitiny » a ¢ jsou polirné souiadnice bodu P.
Aviak dva body soumérné s polirnou osou P, P, (obr. 4.)

maji t§# provodit i tyz poldrny dhel. Aby tudiZ soufadnice

7, @ bod P jednoznatné urdovaly, tfeba, bychom na zpfisob
rovnobéZnych soufadnic rozezndvali smér otifky pii ihlu.

Vezmeme, jak to v trigonometrii ‘infme, smér otitky
z prava nahoru na levo f. j. od kladné osy X ku kladné ose
Y za kladny, i smér ve smyslu opitném pova¥ovati budeme
za. zfporny. Dle toho je thel P,0X sice téze velikosti jako
thel POX, aviak je opdtného sméru t. j.

%:PIOX:—%:POX:—q)

Provodi¢ a poldrny {thel uréujf nyni zcela urditd polohu
bodu v roving. VSechny body roviny obdr#ime, myslfme-li si,



7e se provodié ménf od 0 do
co (obr. 5.) a polérny thel ¢
od 0° do 360°. -

Provodié je tudiz vidy
kladny. Tak jsou oba pro-
vodiéi hodlt P a P, totiz OP
~ a OP, kladné, opatny jejich
smér jde zde na téet po-
larného @hlu*), jenZ je pro
bod P roveii @, pro bod P, Obraz 5.

(obr. 4.) vlak méif 180° -+ o. .

Viechny body s tym# provodiem » le#f na kruhu, jenz m4
pol za sviij stfed a provodid » co polomér. Mysleme si za »
posloupné rizné hodnoty, obdrZime soustavu soustiednych kruhf. -

Uhlem ¢ déna je op&t piimka, vybihajici z polu O t. j.-
paprsek polu O. Mysleme si opét za ¢ postupné rozligné
hodnoty, i obdrZime celou Ffadu pifmek, jdoucich z polu O
t. j. svazek paprskdl, jeho# stfed je pol O.

V polarné soustavé soufadnic myslime si tudiZ rozd&lenon
rovinu soustavou soustiednych kruhfi a svazkem paprskdl, jenZ
md svij stfed ve spoletném stiedu kruhfl. Vidy jeden kruh —
provodié¢ » — a jeden' paprsek — polirny thel ¢ — uréujf
nyn{ bod roviny. . Ce

Tim vysvétlili jsme pojem soufadnic, jejZ miiZzeme nynf
obecnéji ndsledovné vymériti: ,Veliéiny, uréujict jedno-
znaéné polohu bodu, jmennjeme soufadnice**) to-
hoto bodu.® ‘ ‘ ' ‘

Z toho vyméru plyne, Ze je podet moznych soustav sou-
Tadnic neomezen. '

*) Mluvime-li o bodech ne. piimee jdouci polem soufadnic, tu tieba
byti toho dbalym, Ze takovd pFimka zahrnuje dva paprsky vybihajic
z polu O. Na této pifmce mbZeme arci rozeznivati body s klad-
nou o zdpornou vzddlenosti od polu, prévd tak, jak to &nime
s body na ose soufadnic rovnobéZnych.

**) Tak mime v geografii délku a &fku co soutadnice hodu na kouli.
Misto dvou pifmek mame nyni dva kruhy, jeden je rovnik, a druhy
je polednik. Roste-1i polomér koule do bezkoneéns, co se stane
s touto: soustavou soufadnic?




Prechod z rovnobéZnyeh soutradnic bodu na
souiadniee polirné.

6. Mezi pravothelnymi a po- ¥
lirnymi soufadnicemi bodu v rovind
vyskytuje se jednoduchy vztah, gje- '
dnotf-li se pol s poédtkem sourfadnic 4 P /ﬁ: x
a poldrnd osa s osou X (obr. 6.),
a roste-li poldrny thel od kladné
osy X ku kladné ose Y. Z obrazce -

o . .o r
(6.) plyne bezprostiednd: Obraz 6.
z=rcosep, y=rsme. (1) _

Rovnice tyto plati, necht je bod P v kterémkoli Lva-
drantu, jelikoZ znaménko kosinusu poldrného dhlu se shoduje
se znaménkem fisetky x a znaménko sinusu téhoZ dhlu se
‘znaménkem pofadnice y.

Rovnice, (1) vyjddiujf pravotihelné soufadnice n&jakého
bodu pomoci jeho soufadnic poldrnfch. Avdak i naopak mi-
Zeme polarné soufadnice vyjadiiti pravoahelnymi. Plyne totiz
ze souttu dtverch rovnic (1):

r~—a¢~+J~ tudiz  » =V a+ o7, 2
a delenim tychZ rovnic obdrifme:

tgtp“J- (3)

Polarny uhel @ urtuji podrobné&ji znaménka z a y, jeli-
koZ je jimi ddn kvadrant, ve kterém hod lezi.

Poznimka, Vaztah mezi soutadnicemi kosouhelnymi a polir-
nymi soubadnicemi bodu v roving nent jiz
tak jednoduchy. Predpoklidajic opst, Ze se
pol sjednocnje 5 poddtlem souadnic a po-
lirng osa s osou X, plyne z trojahelniku

ay

OPHM (abr. 7.): oho—T1

_ow___Mp___op -~ A0
= /

stn (OPM) " sin (MOP) ~ sin (OMDP)'
aneb oznatime-li ® thel soustavy soufa- /
dnic, je Obraz 7.




x oy
sin(@-—yp) sing sn®

z ehoZ plyne
. _rsim (0 —)n

T sm @ ‘

. €Y

TSR Y

sin @

Sesteme-li Gtverce rovnic (4), obdriime

r2=g? L y: -+ 22y cos B,
coZ ostatné ji¥ z obrazee (7) plyne pomoci znimé Losinusové poudky.
Délenim rovnic (4) obdrZime opé&t polarny thel g, totix

y sin @

tgq):g/cos@—{—x’

Dva a vice bodit v roviné.

7. Na zdklad& toho, co jsme dosud seznali, *e§me nyn{
- nékolik dloh, vztahujicfch se ku skupiné dvou nebo vice bodi
v roviné.

I. Necht se uréi vzddlenost dvou bodd 4,, 4,
danych soufadnicemi (2, %), (Za, ¥2)

i

Promitneme-li délku Aﬂﬂz Jednou na osu X, po druhé
na osu Y, obdrZime (obr. 8.) oznalivie thel spojnice 4,4,
s osou X pismenem P

A Aycos9 =B, B,= 0B, —-OB = — &
A A sing=CC=00—-00C=y,—y.
Seltenfm &tvercl téchto rov-

¥, .

nic obdr#fme: : ar / 4
A4y = (2 — @) (42 — )" apH
tudiZ je i
a7 7 % < A J X
4,4, =+ V (2, —=, A (ye—u)* B, By

Dvojité znaménko -+ pouze
znall, Ze miZeme vzdilenost hodd

” o Obraz 8.
A, 1 A, mériti bud od bodu A4, ‘

ku bodu 4, &li naopak od 4, ku 4.
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Vezmeme-li vzdslenost 4,4, za kladnou, je vzddlenost
A, A, zéporna, ‘

Jedni-li se pouze o veli¥inu samu o sob€, nebéfeme zna-
ménko v tivahu.

II. Necht se najdou souradnice z, y bodu A4,
jen# d&lf spojnici danych dvou bodl 4, (&, #)
A4, (2., y;) v daném poméru A, t. j. by platilo

4,4
LA~ 2. 6))

Promitneme délku 4,4.4 jednou na osu X, po druhé
na osu Y. Znad-li opét ¢ thel spojnice 4,4, s osou X
(obr. 9.), obdrZime:

A Adcoso=B B=z—um, A,A‘sian:OlO:y—y,,
A Acosp=DB,B=a—uy, AyAdsing=0CC=y—1.
Délenim dvou vidy pod

- sebou stojicich rovnic obdr-
yime vzhledem k rovniei (1):
& — & _ A,
T @
Y= _
Yy—9s X
Rovnice tyto vyjadiuji,
Je bod 4 leZ na spojnici Obraz 9.

bodll 4,4, a Ze ji i v da-

ném poméru A. Vylouttme-li z t&chto rovnic pomér A, obdrZime

rovnici, kterdZ, protoZe se i vice nevyskytuje, nim pounze vyji-

druje, kdy bod 4 leZina spojnici bodd 4,, 4., t.j. Ze tfi body
4 (.’E, y)a -Al (xla yl)’ -AZ (x'la .7/2)

lez{ na téZe piimee. Tato podminednd rovnice zni:

L—=& _Y—U

T2 Y—y ®
JiZ bychom i psdti molli ve tvaru determinantu:
=&, Y—h|_ (4)

T — %y, Y=Y
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Regentm rovnic (2) dle x a y obdrZime soufadnice bodu 4,
prislu¥ného poméru 4, totii:

x,I _/11-%, y= z/,l -'11!/_3‘ ®)

Je-li- pomér 4 kladny, leZf bod 4 mimo konetnou spoj-
nici 4, 4,; jsouf v piipadd tomto délky 4,4, 4,4 téhoz
‘sméru. Za ziporné A lef bod A mezi body 4,, 4, na jejich
koneéné spojnici; v pripadé tomto jsou délky 4,4, 4,4 pe-
stejného sméru, tudiZ je jejich podil zdporny. Za A =—1, je
A A=—4A, 4 t.j. 4, A= A4, bod A plli vzdalenost bodd
A4,, 4,. Za soufadnice phlictho bodu obdrfime

_atm itk
2 2

r =

, Y=

Za A=+ 1 obdrZime na spojnici 4,4, bod se soura-
dnjcemi nekonetnd velikymi, to jest nekoneénd vzdileny &ili
ubé&%ny bod spojuice 4, 4,.

Dva body na spojnici bodh 4, 4., jejichZ pomér. je
sice stejné velky, aviak se li§{ znaménkem, t. j. jejichZ soudet
se rovnd nulle, jmenuji se body harmonicky sdruZené
vzhledem ku danym bodim 4,, 4,.

Sestrojen{ bodu A 7 daného poméru je zcela jednoduché.
Body 4, i A, proleZfme dvé rovnohéZky na pf. s osou ¥.

Je-li nyni 4 =—Zl, odmérime e jednotek délky na rovnobézku

bodem 4,, tudiz 4, H, = m, a n jednotek délky na rovnobéZku
bodem A4,, tudiz 4, H, =n, i to v témZ sméru co 4, H;, je-li
4 kladno, v opdéném sméru p¥i zdporném A. Spojnice H H,

uréuje na piimece 4, 4, hledany bod, jej# jsme v obrazci s 4

oznadili pro positivné 4 a pismenem A4’ pro negativné 4. Plyne
totiZ z podobnosti trojdhelnikd ,
AHA~A,Hy A potedmo A4 H A'~ A4, H, A
AH _AA_ AT _ A
A.H, — A, 4 AH, 4,477
Body 4 i 4', jejichz poméry lidf se pouze znamén-
kem, jsou harmonicky sdruZené vzhledem k bodim A4, i 4,.

V obrazei provedend je konstrukee za A=+ 3.
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ﬁhelniku,; jenZ jest ddn souradn1cem1 Jeho vrcholll
Ay (=, y1)y Ay (23, ¥2)y As (25, ¥3)
‘ Je-li B, stred strany A A,,
~ leii t&7i§té na t&#né prmee (obr.10.) ¥
A, B,, jiz 48l v pomdru — 2, jest
totiz 4,T=27B, aneb
4, T

| ﬁ,: — 2.

Oznatfme soutadnice bodu B; ,
8 53 Y3, je T

T+ 2y " + Ya Obraz 10.
ga = _2__5 Ny = — 1
~tim obdriime za sou1adn1ce téZlété T:
x3+2§3 __x1+w»+$3

3 3
Y+ 2 _ ity tys
y="%"" 3

Ze soumdrnosti vyrazii pro soufadnice téZi&t& uzavirdme,

#e jsme mohli od kteréhokoli vrcholu a strany mu protilehlé
vyjiti, t. j. od kterékoli téiné piimky trojabelnfku, na pf.
A, B,. Soufadnice bodu 7T uréeného pomérem

AT

- =_12

B, T
‘budou opét tytéZ co difve.  Jest tudiZ t8ZiSt& spoleény bod
viech tfi téZnych primek (t&Znic) trojhhelniku, t. j. téZnice
trojahelnfku protinaji se v bod& jediném.

9. Din jest &tyifthelnik soufadnicemi vrcho-
1%, totiZ
Al (xls yl)a Az (.’E_-z,, y'.’)a ‘Aa (.’1123, ?/3)a -A-t (1741 !/4)

M4 se dokazati, Ze spojnice stfedd protilehlych
stran, jakoZ i spojnice stifedd thlopfitek sekou
se-v bodé jediném.

Oznaéfme-li (obr. 11.) stfed strany A, 4, pismenem B,
a podobné By, B, B, stfedy stran 4, 4;, 4; A, A4,
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a B, B,, stiedy uhlopriéek A, Aq, A2 A4, , jsou soutadnice

-

técht st1 edii:

o
. (@H-wn y1+Jo) B (w3+m4 y3+y4)
,Bl 2 B b} 9 ) 34 9 L] 9 ]

B ({1}2—}-2‘3, 92+%)1 —Bl‘4 (xl "2'-'?4’ % +?/4)’

2 2 2
Bis (xl + x3 % ‘; ?/3) Ba, (x2 ‘;' x4, Yo '; ?/4)-‘

Jehkoz jsou soufadnice stiedu
jak spojnice B,. B;, tak spojnic
B T ar B By, tytél, totis:

%+m+%+%

x = “-‘“‘"—/1‘““

,___.yl +?/2+.7/3+.?/4 :
- *

=
B4

toZ vy svitd, Ze je to spoleény - bod %

0 Véech ti{ spojnic, ¢imZ je i véta Obraz 11.

dOkaZan ' , o '

24p. M4 se vyjédriti plosky obsah trojahel-

nikwy 3 omocf danych soutadnic jeho vrehold.
PrrihliZejme nejprvé ku pif- '

padu , Icdy jeden vrchol trojéhel- |y
nfku 1eZf v politku soutadnic a
ostatnt dwva vrcholy 4, A4z Ze majf 4y ///7°A "
za prawvohahlé souladnice . (2, yu), W / |
(Zr, #72) 8 za polamé soufadnice “;% ' i

. , 0 Uiy : X
ey @RD, (»x, @x).  Dvojnésobny 3 A

plosky obsah trojihelntku 04,4
vyjid¥en  je, jak z tugonometrle Obraz 12,
je znamo (obr, 12.):
AN OArdr=04,.04;sm (4:04. (1)
Jest viak ¥ ArO AL = @ — g5,
04, = Thy 04, = Ty
tudiz je : A OAy Ay = 74 . 1510 (@1 — Pu).
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Rozvedeme-li sinus .rozdilu, ¥
obdrzfme [El. 6., rov. 1] ©)
OA OAndr = 22y — Zx Yno
Nyni mieme vyjidiiti plo- |
ski obsah kteréliokoli trojihelnf- ot»:?
ku v roving soufadnic. Jest totiz T
(Obl'. 13.): Qbraz 18.
Ad Ay Ay =A 04y Ay + A OA3 4, — AO 4, 4,
a nésobfme-li rovnici tuto &slem 2, obdrifme vzhledem k rov-
uici (2): ' @)
IN A Ay Ay = (23 — %y Ya) + @1 — 2 Ys) — (@2 th — @1 Ya)

Poznédmla. Patrné méZeme i levou stranu této rovnice psati :

(2 Ya — o Ya) = (%1 Yo — %a %1) + (B1 Y2 — T2 1)
co% opét je determinant
1y 4
l1azys |,
124
rozlozeny po prveich prvého slompee. Pii &iselnjch piikladech vhod-
néji je misto tohoto determinantu upotiebiti nésledujiciho
Zyg— a1 Yo— W
By — sy Yo— 2
jehot hodnota je t4% jako predchézejictho, coz ndm podivd mald
proména s determinantem anebo jednoduchy vypodet. Jest tudiz:

lay oy Ty — 2y, Yo Y1
QN4 As Ay =129 | = e (4)
[1 2, s 2y Yo — Y2 ‘

Tak jest na puklad plosky obsah trOJuhelniku A (1, 1),
4, (4, 1), 452, 38)

3.NA 4,4, = ]
tedy: ' Ad Ay A3 =3,
t. j. 8 kvadratné (plosné) jednotky.

11. Pt vypodtu ploského obsahu trojthelniku prijali
. jsme, Ze je plosky obsah trojuhelofku O4id: Kladny, opiSe-li
strana OA; plosky obsah otigkou ve smyslu kladném. Kdy-
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bychom tudiZ ve vyrazu pro trojuhelnik dva vrcholy vyménili,
ménf tim i plosky obsah trojihelntku své znaménko, coZ ana-
Iyticky i tim vychdzf, Ze determinant své znaménko méni, vy-
ménime-li v ném dva radky. '

Jednd-li se ndm pouze o velikost plochy trOJuhelniku
nebefeme na znaménko zietele.

Tak jest pro trojahelnik

4, (11 2)a 4, (37 - 5)1 4, (’.“23 3)

plosky obgah zdporny totiZ — 9-5; zdporné znaménko plochy
ndm pravi, Ze jdeme-li od vrchole 4, na 4,, od 4, na 4,
od 4, na 4,, Ze to c¢inime ve smyslu zdporné otdcky, t. j.
strana 4; 4, opisuje plochn trojthelnfku ve smyslu zaporném.
Nehledic k znaméuku, je plocha tohoto tfrojthelniku rovna 95
kvadratnych jednotek.

Poznédmka. Co se tkne znaménka plochy trojihelniku, p¥i-
déme jeité nékolik slov. Spojnice .4y .4, A8H rovinu souladnic na dva
dily. Lezi-li bod 4, v tom dilu, jejZ phimka 4,4, otilkou o 180°
okolo bodu d4; ve smyslu kladném opiSe, je plocha trojahelniku
A; Ay Ay Wadné; lezi-li bod na druhé strané, na pi. 4‘;, je plocha
trojahelniku A, 4. 4’y zépornd. Pliblizuje-li se tudiz bod 4, kn
spojuici d; A,, zmen¥uje se tim plosky obsah trojithelnfln 4, A4, dg, -
a prejde-li vrchol 4; na druhou strann spojnice, méni trojithelnik své
znaméuko. Z kladného vdak nullou prechdzime do ziporného, ‘t. j.
le¥i-li bod 4, na spojnici 4, 4, _]e plocha trojihelniku rovna nulle
Podminku, by bod 4; leZel na spojnici bodl 4, 4., vyjadifme tudiz
tim, Ze pifeme [rov. (4)]:

Ta— Xy, Yao—U

La— %3, Yo—UYz
vysledek to, Jehw jsme se jiz dPive jinou cestou dodélali. Ve &L 7.
[vov. (4)] je A(xy) bodem tretim A, (za ¥a).

7

12. Nalézti se ma plosky obsah mnohodhel-
niku, daného soufadnicemi jeho vrchold.

Rozdélme dany mnohodhelnik z jednoho vrcholu na pr.
A, thlopfi€kami na trojthelniky. Odpovidd-li pofddek vrchold
Ay, Ay, 4, ... daného mnohoihelniku kladnému smyslu otacky,
je plosky obsal kaZdého trojuhelniku

A4, 4y, A, 4,4, 4,4,45, atd
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tého# znaménka, totiZ kladny, a souéet ploch téchto trojuhel-
" nfkd jest plocha mnohotihelnfku. - :
Je-li na pitklad dén Etyrahelntk
4, (1, 1), 4, 4, 1), 458, 38), 4, (2, 4), B
je [d. 10., rov. (3) neb (4)] “

QAA,AzAazlg ‘él:ﬁ,
1 -1
INA 4,4, = 5 1 :4,.

tudi# je plocha &tyrdhelnfku 4, 4,4;4, rovnd 5 étvereén;’rm‘
jednotkam. ' .

Proména rovnobéZnych souradnie.

13. Castéji se shledd bjti velmi prospé¥nfm, proméniti
&li transformovati osy soufadnie, t. j. vztdhnouti body roviny .
‘na jinou soustayu rovnobéZnych soufadnic. Ulohu tuto fesime
tim, Ze vyjédifme soutadnice kteréhokoli bodu v staré soustavé
soufadnicemi téhoZ bodu v soustavd nové.

Zde rozezndvime tii p¥ipady, jejich¥ spojenim kaZdy jiny
pifpad snadno Fesiti mhZeme.

Pripad prvf. Mén Y
se pouze poldtek souradnic, Y
sméry os se neméni.

Jsou-li «, & soufadnice .
nového potitku O' vzhledem al
ku staré soustavé soutadnie, '

- aoznatime-li soutadnice bodu T £
P vzhledem k nové soustavé . .-Obraz 14,
(obraz 14.) soufadnic =z, ‘ o
mime  OM=0Q+O0M t i z=a+tu, .
MP=QO0'+M,P t.j. y=>b+y. w

V pifpadé tomto poSinujeme: osy - soufadnic rovnob&zné

do nového poditku O (a, 8). | o




Pripad druhy. Osy pravothlé soustavy oto&ime o fthel
o okolo poéatku soufadnie.
Oznalime-li pismenem
M patu. kolmice spuiténé
$ bodu P na osu X' nové sou- ,
stavy pravouhlé, a vedeme-li \y
M'N' rovnobézné s osou X, P
(obr, 15.)) i M'N rovnobé&iné i

, 0 ) ! X
s oson Y, méme i

c=0M= ON —MN, 0 Obraz 15.
y=MP=MN + N'P. @) :
Jest viak X MPM=xX'O0OX=e (ramena jejich
jsou vzdjemné kolmd), tudiZ je, oznadime-li s @/, y’ soufadnice
bodu P vzhledem %k nové soustavé souradnic:

ON =2z'cosee, MN =NM =z'sine,
NP=ycsa, MN=NM =y sine,
coZ staveno do rovmic (2) ddvi*):

X

— ! ag,
z=2'cos o — y' sin «,

(3)

Treti pripad. Prechod z kosothlé soustavy soui‘admc
na pravotihlou soustavu pii témz
poéatku.

Jsou-li X, Y oSy & ® thel
kosothlé - soustavy, i oznatime-li
dale dhel osy X s osou X' nové
pravoahlé soustavy, t. .

X X0X' = «,
bude vzijemna poloha obou soustav
zeela, urdena (obr. 16.), plidime-li . Obraz 16.
jeste, Ze Ghel Y'0X =90°—a. '

y = &' sin a4y cos a.

*} Obr. 15. upomini nds na goniometrické vzorce pro cos(w 4 8)
a sin(oe 4 f). Skutecéng, délﬁne li rovnice (3) provoditem OPF,
a oznatime-li thel- POM'= @, "obdriime ihned nisledkem vatahu
(1) €. 6. zminéné goniometrické vzorce.
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Mémet tu:
OM=z, MP=y OM=s, MP=y,
X MPN=¢=90"— (0 + a).
Z trojihelntku M PN plyne:
| N = Y.cos 6+ )

cos &«
a podobn& z trojthelnfku OMN':

,__xsme
uy T sin (@ + a)’
dosadfme-li tyto hodnoty do ndsledujicich relac:

l OM'=0Ncsa=(0M + MN) cos «,

MP=NPcose=(NM+ MP)sin (0 + «),
obdrZime hledané rovnice transformatni:
‘ z' = xcos oc.—}-' y cos (@ + w), @

Y =xsmo+ysin(®+ ).

Tyto rovnice podivaji nim piechod z pravotthelné soustavy
X'Y' na soustavu kosothlou X Y. Pro opdény piechod treba

pouze rovnice (4) TeSiti dle £ a g, &mZ obdrZime:

w_a:’sin,(@+a)_7 ¢0s (@ + o)

sin @ sin@® ' ‘
L )
g=_% smoc_H o8 o
Y="T%me " Ygne

Ptipad druhy vychdzi z tohoto jako pffpad zvldtni (pro
6 = 90°, pidice — e« za «, jelikoZ dle obr. 18., z néhoZ jsme
vyvinuli rovnice (5), osa X otdkou ve smyslu negativnémn ve
osu X' prechéz.)

Prece viak jsme samostatnd druby piipad vyvinuli, a to
za pfiéinou jeho Castého upotfebeni. Tieti pfipad nemobli jsme

~ opét pejiti k viili Gplnosti.

Navedené tii. piipady fe&f ve spojeni se &l. 6. kaZdou
proménu — transformaci — uvedenjch soustav souradnic.
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Analytické vyjiadieni geometrického mista bodi.

-14. Dosud jsme uvaZovali jedno- {y
tlivé body v roving soufadnic. Mysleme si P
‘nyni, e bod P lefi na dané kiivce K.
Meéni-li bod P svou polohu po této kiiv-
ce, mén{ se tim i souradnice tohoto hodu.

Avgak pro kaZdou hodnotu Gselky OM, &
obdr#me (obr. 17.) zcela uréité poradny lar X
MP, M@, jejichz velikost jest jiZ kiiv-

kou urdena. Obraz 17.

Diéna-1i je nyni kiivka geometricky
jako misto bodfl, jeZ maji vSechny spoletnou.danou vlastnost,
miZeme tuto kiivku na zikladé vyméru kiivky sestrojiti.

 Kiivkon samou dén je tudi¥ zdkon zdvislosti pofadny
néjakého bodu na usedce téhoZ bodm kiivky. .

Avlak miZeme z geometrického vyméru kiivky nalézti
i jeji analyticky vyraz, t. j. rovnici mezi z a g, nebo vztah
mezi fisetlou a poradnou kteréhokoli bodu kiivky. Touto -
rovnicf vyjidien je opét tyZ zdikon zdvislosti ve tvaru analy-
tickém, t. j. miizeme nyni ku kterémukoliv o piislugné y vy-
poéisti, jakoZ jsme difve k danému 2z pfislufné y konstrukef
nagli. Takovouto rovnici mezi # i g, t.]. takovy vztah mezi
souradnicemi kteréhokoli bodu geometrického
nmista jmenujeme rovnic{ téhoZ mista. '

Na pf. mizeme vymériti kruh jako misto viech bodlt v ro-
ving, je# jsou od nréitého pevného bodu v téZe roviné stejné
vzdaleny. ’

Znati-li @, y soufadnice Ikteréhokoli bodu mista, a, b
souradnice pevného bodu, » stdlou vzdilenost, vyjadiuje (dle
¢l. 7)) rovnice: _ ‘

(z—a) (g —b)r =1
viastnost tohoto mista.

15. Naopak mohli bychom vyjiti od roviice mezi z a .
Kazdé dvé redlnych hodnot, na pi. z,, ¥,, jeZ vyhovuji dané

Zahraduik, Analyticki geometrie. 9
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rovnici, uréuje bod (%, ) vV rovind soufadnic. Ménf-li se
nyni stdle « od x, podinajic, toZ se i y stile m&n{ poéinajic od
vy, dle zdkonu, jej# podivé zmindnd rovnice. Bod (2, y) méné
stile svou polohu, opisuje kiivku. V¥echna moznd redlna
feSeni rovnice o dvou proménlivych velidindch 2

a y vyjddtena jsou tudiz kiivkou, kterdZ je geo-

metrickym obrazem dané rovunice.
BudiZ na p¥. ddna rovnice |
y=4— 22+ $2%
Pi¢eme-li postupné za Gseéku =z hodnoty
#=—05 —4 —8, —2 —1,0, 1, 2, 8, 4 5...
obdriime za piislugné pofadny v témz poridku : 7
y=29% 204, 131, 7i, 8L %, —& —4, 1k 4l 9f...

Takto jsme pouze nékolik fe-

fen{ (obr. 18.) dané rovnice vytkli, 15
~a kdybychom je sestrojili, obdrZeli y
byehom pouze nékolik bodd kiivky.

JelikoZ véak piechod z jednoho ce- o

1é¢ho &sla na néisledujici celé é&slo
si muZeme mysliti sonvislym, tim e

viechny moZné zlomky a irracionalnd ’

¢isla v iivahu vezmeme, jejichZ ho-

dnoty mezi ta dvé é&isla spadaji, = (S a a
nisleduje, Ze mezi dvé navedend Obraz 18.

posloupnd Yefeni spadd je¥t& ne-

stetné mnoho jinyeh. feleni. Mohli bychom takto mdu fefieni

ne pouze voz§iiti ale i doplniti, a tim i kiivku, "kterdZ jest
mistem vSech Tefenf, spojenfm posloupnych Fefeni sestrojiti.
Patrné, Ze kiivku tim presnéji sestrojime, &fm vice méme Fedent
dané rovnice, t. j. ém vice zndme bodd kflvky, a &¢im men§f
jsou rozdily postupnych tsecek.

Nyni miZeme analytickou geometrii blize vy-
méfiti jako npotfebenou algebru na geometrii.
Kt¥ivku vymélrujeme jako misto bodd, jejichZ sou-

i
t
H
!
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Fadnice vyhovuji dané rovnici. Vlastnosti rovnice
vedou nds do vlastnosti kiivky samé,

16. Probihaji-li dvé kiivky tymZ bodem, pravime, Ze se
kiivky v tomto bodé sekou. Soutadnice priiseku vyhovuji tudiZ
rovnicim obon kfivek. Naopak, diny-li jsou dvé kiivky svymi
rovnicemi, jsou spoletnd reSeni obou rovnic soufadnice pritsekil
danych kiivek. K tomu mbZeme ihned ptipojiti pozndmku,
kteréZ se dd dobfe upotiebiti. Jsou-i K, =0, K, =0 rovnice
dvou kiivek, a znadi-li 4,, A, dvé stilé velidiny, totiZ &iselné
soutinitele, je

ME 44, K, =0
rovaice kiivky tret, probihajict priseky 'kf'ivek*) K i K,
Soufadnice pritsekit téchto kiivek vyhovujice rovnicim obou
danyeh kiivek, vyhovi tim i ronici

MK + 4, K, =0.

17. Seznali jsme, Ze miiZzeme geometricky vymériti kiivku
jako misto bodd urcité vlastnosti, a Ze tu kfivku analyticky vy-
jadiiti miZzeme rovnief. V roving kiivky vzali jsme dvé pifmky
za osy soustavy souradnic, aviak je patrno, Ze tvar a vlast-
nosti kiivky se tim zméniti nemohou, zvolime-li si jiné dvé
pfimky v roviné kiivky za osy nové soustavy soufadnic.

Tak zlstane kruh kruhem, necht ten neb onen pdr pfimek
v voviné jeho si zvolfme za osy soufadnic, k mim# body kruhu
vztahujeme. Piechod z jedné soustavy rovnobéZuych soufadnic
na druhou soustava rovnob&injch souradnic provede se tfm
(8l. 18.), Ze misto soufadnic libovolného bodu (xy) stavime
vyrazy stupné prvého v novych soufadnicich téhoz bodu z', y'.
Takovd proména miZe arci miti vliv na tvar rovnice, ale stu-
pefl jejf se tim nemdéni.

. Nyn{ mfiZeme i zkrétka vytknouti prospéch, jejZ téZime
z promény soustavy rovnob&znych souradnic.

Podineme-li soustavu soufadnic na néjaky, z poditku ne-

uréity bod, uvidime tim dvé velitiny neurtité do podtu, totiZ

*) Pravime kiivka X; misto kiivka, jeji# rovnice je XK, =0,
g%



soufadnice nového politku, a otolime-li nyni soustavu sou-
fadnic o thel té% z poddtku neurdity «, tu tieti velitina ne-
urditd do poétu vchdzf, totiz thel . Velitiny tyto mlZeme
nynf uréiti z podminky, by koefficienty tIf élenft rovnaly se
nulle. Tim obdrifme t¥i rovnice, z nichZ opét i neznimé ve-
lidiny,*) totiz soufadnice nového poditku a otdtku os e wrditi
miiZeme,

, Prfhodnou volbou soustavy soufadnic miZeme si takto
polet znadné zjednodusiti.

18. Seznali jsme, Ze se stupet rovnice proménou sou-
stavy souradnic nemé&ni, Dle toho dé&lime kiivky dle stupug
rovnice. Rovnice je #-tého stupné, vchdzl-li z ueb y samo
0'80b& neb v soulinu nejvyie v n-tém stupni. Stuped soudinu
a"y* rovnd se souttu (h+ %) exponentii jednotlivych &initelfi.
‘ - Kiivka vyjddfend rovnici:n-tého stupnd jmenuje se kiiv-
- kou »-tého stupnd. Tak jest
‘ 0y oy*4e=0

kiivka tietfho stupné,
awx*+by*+ec=0
kfivka druhého stupnd, a
ax+by+e=0
_ kitivka prvntho stupng, kdeZ vesmés znadi «, b, ¢ velitiny stalg,
t.j. nezdvislé na zvldstnfch hodnotich x i y.

V ndsledujictm obfrati se budeme kiivkami stupné prvuiho

& druliého, t. j. pfimkou a kuZelosetkami.

#). Kdybychom je§té z pravoihlé soustavy piedli na kosoiililou soustavu,

" “jejfz Ghel oz Ty byl @, miZeme opét dhel soustavy povaZovati ne~
zndmjm, jejz bychom opEt urtill podminkou, by Aaldi koefficient

- tlenu v rovnici vymizel. Pozdéji shledime, Ze poSinuti os newdi
vlivu na koefficienty nejvyssich Clendt, jakoZ je otdika os bez vlivu
na stdly ¢élen. (Plyne ostatnd z rovnic (1) a (8) ¢l. 18.)

Y
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Geometrie piimky.

Rovnice primky.

19. Piimka jdouci poédtkem soufadnic. JiZ
ve &linku 8. jsme nalli, Ze je x= & rovynice p¥imky rovno-
bé&Zné s osou Y, kterdZ seée osu \ '
X ve vzddlenosti @ od potitku
soufadnic. Predpoklddejme nyni, Ze
jde primka potitkem soutadnic a P ,
tvolt s osou X Ghel «. Zvlastnosti .y -
pifmky, Ze teCe stile v témz sméru 1;1"’ o
(obr. 19.), plyne, Ze je podil sou- ¥ ‘
fadnic kteréholkoli hodu této prim- Obraz 19.
ky veli€ina stdld. Z podobnosti troj-
thelniki OPM, OP' M, OP'M" a t. d. vychdzi:

' MP  MP b7l ]_3/7

OM ™ O - OMT T W
Oznadine-li stdly tento podil pisinenem A, méme:
MP_ y _
om= w4
Jest tudiz: y= A, e)

rovnice, jiZ souradnice kteréhokol bodu primky jdouci podit-
kem soufadnic vyhovujf, t., j. rovnice (2) jest rovnice pFimky
jdouei poditkem, ' '

Je-li stilé velitina 4 kladnd, jsou soutadnice kazdého
bodu pfimky téhoZ zmaménka, tudiZ bud kladné, jako OM,
M P, anebo zdporné, na p¥. OM", M"P'" (obr.19.). V pii-
padé tomto lezi pimka uvnitt dhlu XOY a uvnité vrcho-
lového thlu X'0 Y.

*#) Misto: bod kterykoli na pifmce pravime obySejud: promé&nlivy bod
pifmky a oznadujeme soutadnice jeho z, .



~22__

Je-li velidina stild 4 zéporna,
jsou nutng souradnice kazdého bodu ¥
této primky ri@zného znaménka.
Jsout tudiz vdechny body takové
piimky a tim i pf{mka sama uvnitf
thlu YOX' a XOY (obr. 20.).

Y Pl ar
20. Stilou veliinu 4 mib- ’
Zeme nyni jednoduSe geometricky
vysvétliti. Z obrazce 19. plyne:
gﬂi tgPOX =tga = A. 3)
Tangentu dhlu, jej# &ni pifmka s osou X, tudiz
veliéimu 4 v souradnicich pravofihelnfeh, jmenujeme smér-
nice pfimky; dle toho jest
- y=Adu,
rovnice primky, jdouci poéatkeny soufadnic, jejiZ smérnice je A4.

e
Obraz 20.

Pozndimka. Jeli @ thel os soufadnic kosonhlfch, plyne
7z trojihelniln O PM, kteryz nyni je kosouhly:
MP sin(POM) sin o

OM™ sin(MPO)” sin(@ —a) 45

sine
sin (@ — «) .
rovpice pifmky jdouel poditkem pod smérem w. Za o<<® je 4
kladno, & za &> @& je A zAporno. Misto 90° nastoupi nyni ithel &.

je tudiz: Y =

21. Jde-li piimka mimo poditek souradnic je§td hodem
P, (@, y), musi soufadnice tohoto bodu rovnici (2) vyhovo-
vati, 't j. rovnice (2) zistivd v platnosti, i kdyZ misto sou-

‘fadnic proménlivého bodu pifmky piSeme souradnmice bodu P, ;

pl&ti “tudiz , n=Agx,
a tim je . : A
8 tm j 4 2 (1

Zndme-li soufadnice nékterdho bhodu P, na piimee (2).

-zndme tim i smér této pifky, a tfm je i pifmka sama ddna,
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jakoZto spojnice pofatku soufadnic s bodem P,. Rovnice jeji je
_ Y, . o
y= 0 )
Plichézime takto k Je(1n0d11c11é11111 sestrojeni pit unky, dané
yovnici

y=Adaz.
JelikoZ je A obecné zlomek (vov. 3.), tudiZ tvaru::
m
T on’
miiZzeme rovnici (3) psati:
Hh_m ;
: 2, n' .
. z tehoz plyne: :
Cay = An, (s
Yo = Am, )

kdeZ znaéi A pomérny d&initel, jednotku délky, kterouZ libo-
yolné zvoliti miZeme. Sestrojime-li =z, rovno # jednotkim
a g rovno m jednotkdm, jsou (=, y,) soufadnice bodu na
- ptimee (2), jelikoZ je :

Ho_m_ A.
A )
Na piiklad bychom méli narysovati piimku dmou rovuief:
y=3%u

Odméfme z =43 i y =+ 2; spojnice bodu (8. 2)
s poédtkem Soutadnic je hledand primk&. ‘ '

Co ptiklad druhy budiz

y=—3x
Narysujme opét bod
z=+4+1, yy=—3 (meb 2, =-—1, y =-+3)

a spojnice tohoto bodu s poldtkem somadmc je primka, vy-
jadrend danou rovnici.

22. Obyéejnd rovnice pfimky. Hledejme nyni
rovnici pfimky, necht jiZ je poloha jeji k osdm soufadnic
Jjakdkoliv.



Budiz KL takovi piim- P /.L
ka (obr. 21.), a O, jejt pri- Y Ay
sek s osou Y. Sestrojme timto )%
bodem rovnobézku 0, X, k ose Ny ayd - <
X; prisek jejf s pofadnou 0
bodu P dané pimky budi _%_olal : x
M,. Jeli A smérnice této * |
piimky, je vzhledem k pred- & ¥

chizejicimu &lanku Obraz 21.

EM; — <l (])

kdeZ je MyF; poradna, O,M, tusetka bodu P na dané pfimee
K L vzhledem X;, ¥ co osim soufadnic. PoSineme-li nyni osu
. X, rovnob&né ve smyslu negativné osy Y, roste tim poradna
kazdého bodu P, totiZ M, P, naopak se zmendf tato poradna,
. pofineme-1i osu X, ve smyslu kladné osy Y o uréitou délku.

Mysleme si, Ze, jak viduo z obr. 21., poSineme osn X,
ve smyslu negativné osy <Y do polohy OX. JelikoZ se tim
neméni ani smérnice pfimky, ani dsetka bodu P (O.M = 0, B;)
& pofadna téhoZ bodu o délku OO, roste, t.j. :

MP=M, P+ 00,
obdrZfme, oznadivie délku 00, = b, vzhledem k rovmici (8)
y=A4z+b, (2)
- rovnici pifmky KL v soustavé soutadnic X Y.

Znaménko velidiny & je zcela urdeno tim, co jsme diive
navedli, a plyne i jednoduSe z poznimky, %e je & pofadnou
bodu @), vzhledem na soustavu XY, t.j. tsek pimky KL
na ‘ose Y. Rovnici (2) jmenujeme obyéejnoun rovmnici
pFimky.

Naopak kaZdd rovnice stupnd prvého ve x a y tvaru (2)
zoadl piimkn. MiZeme ji totiZ psiti:

y_'lé = 4,
‘l; N
a v tomto. tvaru vyjddiuje karakteristickou viastnost piimky.
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23. Kdybychom cht&li nynf p¥mku danou rovnici
y=Adxz+b,
narysovati, tfeba si pouze ptipomenouti, co vyjddiuji stdlé ve-
. lidiny 4, b, ‘
Méme totiZ narysovati pfimku, jdouci bodem (0, 3) se
“smérnief 4. :
Primka y= A4z
je rovnobéind s p¥mkou (2), jelikoZ ma tuté? smérnici, a znime
ji jiZ snadné narysovati. QOznaéme ji vobr. 21. K L,. Hle-
danou primku KL obdrZfime nyni co p¥imku jdouci bodem
0, (0, &) rovnobé&Zné s pfimkou K L;.
Tak jest pfimka dand rovnici
Cy=2x+3,
pifmka jdouci bodem .(0, 3) rovnobéiné s pimkou y=2az.
Podobné bychom sestrojili piimku
y=2uz—38. ,
Sestrojili bychom nejdfive pifmku Yy=4%z, a rovno-
béZka s touto pfimkou vedend hodem (0, — 3) je hledand pifimka.

24. Cht&jfce nalézti prisek piimky
y=4Az+D0,
s osoun X, tieba si pouze pripomenouti, Ze body lezici na ose
X maji pofadnu rovnou nulle.

Pofadna tohoto prisekn rovna je tudiZ nulle a oznadi-
me-li prislu¥nou mu faseéku ‘@, plyne z rovnice pmky

0=Ada+ b,
. - b .
tudiz je 4=—-7 3)

Vysledek tento jiz z obrazce 21. je patrny. Redfme-li
rovnici (3) dle 4 obdrZime:
b
A=, @
z &eho# shleddvame, %e fseky @, b, jéZ &ni dand piimka na
osdch soutadnic, jsou opaéného znaménka nebo téhoZ znaménka,




dle toho je-li 4 kladno neb zdporno t. j. uzavird-li dand
- primka s osou X dhel mens$i nebo v&tsi neZ 90°.

7 rovnice (2) pfichdzime na zvlistni, dfive jiz uvedené
pripady, stavime-li za stilé velitiny 4, &, kteréZ i polohu
i smér pifmky zcela urduji, zvidstni hodnoty.

Je-li =0, mime pifmkn jdouc! poditkem soufadnic;
za A =0, prechdz{ rovnice (2) ve y =0, t. j. obdrZzime rovno-
béZku s osou X (&. 3.). Plimku rvovoobdZnou s osou Y ob-
dr¥ime, je-li 4 =oo. MiZeme viak diive rovnici (2), délivie
vehémou A, vzhledem k rovnici (3) psdti:*)

- % =z —a, (5)
a stavime-li nynf za 4 =oo, obdriime
z—a=0,

- coZ jest znami ndm jiZ rovnice rovnobBzky s osou Y.

25. Usetkovd rovnice pifimky. Useky piimky na
osach je piimka sama ddna, neboﬁ v pifpadd tomto znime dva
body leZicf na osdch.

Vychdz{ to té% analyticky, stanovime-li za A hodnotu
z rovnice (4) predchizejictho . ¢ldnku do obylejné rovnice piimky.
ObdrZime takto rovnici, kterd% visf pouze na veli¢indch «, b,
b, totiz: P y ; :
- + b= 1. | 4 (D)

Jsou-li tudiZ diny dseky «, b, miZzeme ihned rovniei
pihnky napsati a i pfimku samu bezprostiednd narysovati.

*) Z vovnice (8) totiz: b= —ad plyne, e b soutasné s 4 je neko-
netnd veliké, piedpoklidaje, 2e «>Z0, t.j. kazdd pifmka rovno-
bémi s osou Y protind tuto osu v nekonedné vzddlenosti. Je-li
vidk A=ew a2 kterdkoli konetndi velidina, je

b
= — T 0
pro A=, a rovnice (2) ptejde ve a=0, t.j.ve rovnici osy Y.
Ouno je i geometricky patrno. Mysleme si, %e tu rovnobéznou
piimlkn paralelnd podineme aZ se sjednoti s osou ¥, potom ktery-
koli bod osy X povaZovati mizeme jako priisel; analyticky: vyraz
pro b stivd se neurditym.
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Je-li ptimka rovnob&na s jednou osou, protind ji ve vzdi-
lenosti nekoneéné veliké, t. j. dsek je nekoneén& veliky. Je-li
tudiZ @ =oo, piechizi roynice (1) ve y =b, a podobn& pro
b=o00 obdr#ime z rovnice (1) » = a, kteréZ rovnice jiZ dfive
_jsme seznali jako rovnice pfimek rovnobé&Znych s osami. Rovnice
pifmky (1) jmenuje se fisetkova rovnice pfimky.

Pozndmka. Rovnice tiseCkovd s vellkym prospéchem se mnohdy
upotiebuje a plati touZe mérou i pro soufadnice kosofthlé. Vychdzi
to 1 tim, %e vovnice (2) &l. 22., jiz jsme upotiebili pii odvozen{ i pro
soustavu kosoidllou, plati;*) ale i :
geometricky to miZeme pifmo doki-
zatl,  Nechi je @ ¢ dani pifmka
(obr, 22,), P libovolny bod té piimky,
OM, MP souiadnice jeho. Z po-
fdobnosti trojulelnik

OQ@h~MPQ plyne:

MP 06
0Q—0M 0@’
P OM , MP .
i je O_Q—_*—m:l’ Obraz 22.
. @, 3
t. . %—{—4{7:1

Odvozeni toto je patrnd nezivislé na tihlu sonstavy soufadnie, coZ nam
zhvérelt goometricky vysvétinje. ~

Jakkoli je i patrny prospéch tohoto tvaru rovnice pitmky,
prece vieobecnému upotiebeni jejimu vadi ta okolnost, Ze ne-
mizZeme této rovnice upotiebiti v p¥ipads, kdy# jde pitmka polat-
kém soufadnic, pon&vadZ oba body @ a @, jeZ urtujf piimku,
v tomto pifpads spojuji se’v jediny bod O, poditek to soutadnic.

~ Je-li na piiklad p¥fmka KL dana rovnici .
&£ Yy _
. PR
odm&me na ose X: OQ=-+2 ana ose Y: OQ = + 3,
2 @@, je hledand pifmka (obr. 23.).
Podobné je pro pfimkn K, L,, danou rovnicf

x Yy _
gt1=1

*) Co ge tfée hodnoty 4 v pifpadé tomto, viz 1. 20. poznimki.



— 98 —

0Q=—3 0@ =-+1. Di
na-li je pifmka K'L’ rovnicf

obdrZime, svedeme-li ji na

tvar tGsedkovy:
z ¥

_+”‘:11

2

tudiz ]sou tseky té plimky ‘

na osfch
0Q=%, 0@ =+2

26, Normélnd rov-
nice primky. Na danou
piimku spustime z poédtku
souradnic kolmici., XK budiz
jejl pata (obr. 24.) a p jej
délka OK. Oznadfme-1i dhel
té kolmice s oson X pisme-
. nem DC, OQ:ma OQl:ba
¢ p=acsse="bsine (1)

Znasobfme-li nyni Gseé-
kovou rovnici pifmky @@,
veli¢inou p, obdrZime vzhle-
dem Xk rovnicim (1)

1 £ x
&\
\

Obraz 23.

Obraz 24.

reose - ysine=p, (2)

Tvar (2) rovnice pffmky, dané kolmicf*) p z poditku
a Ghlem e, jejZ ta kolmice s osou X tvoii, jmenujeme nor-

mailny tvar rovnlce primky.

Kolmi¢i p befeme vidy positivné a tGhel « poéitéme od
kladné osy x ku kolmici ve sméru kladném. MiZe tudZ Ghel
(p z)= o miti kaZdou hodnotn mezi 0Y a 360°.

*) Rovnice (2) vyjadiuje, %e primét pi{mky na kolmici p je hod K,
co jo jinymi slovy, #e piimka ve viech svjch bodech mé t§Z smé&r.
Na zaklidé toho mizeme ihned rovnici (2) nalézti, tim %e zlo-
menou &iru OM P K promitneme na kolmici O XK. Obdrzime tu
ihned: x cos (xp) -+ v cos (s (Jp)——p,

coZ jest pravé rovnice (2).

7
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Pifmka K'H', jez leZf soumérn& vzhledem k poditku
goufadnic s pfimkou K H, danou rovnicf
% cos o 4y 8in & = P,

m# kohmm téZe délky
O K' = p,

aviiek fihel té kolmice s osou X je
XO0K =o'= 180 4 «;
jest tudiZ rovnice této primky K'H':
2 €08 (180 + &) + y sin (180 + &) = p.
Pozudmka. Mohli bychom tuto rovnici i psati’
& cosetysine=—p,
kteryzto vysledek pravi, %e bychom museli uvéZiti znaménko kolmice,
Idybychom piijali, Ze Ghel «==(pa) neplekrodi 1800 MiZeme tim
tei: piimka K; I urlena je o, p aneb &, —p. Mluvime-li o nor-
milném tvarn vovnice piimky, tu vzdy kolmici » Dbefeme jakoZto
kladnou.

Obecnd rovnice prvého stupné.

27. Navedené tfi tvary pro vovnici piimky jsou stupné
prvého, 1 namitd se nam otdzka, jaké jest to misto bodd,
jejichZz souradnice vyhovujf obecné rovnici stupné prvého?

Nejobecnéjdf rovnice stupné prvého mezi z a y je:

le+my+n=0, M
kdeZ jsou I, m, n velitiny kladné nebo zdporné, z nichZ miZe-
byti jedna ano i dv& rovny nulle; pouze koefficienty od = a z
nesm&ji soudasnéji vymizeti. '

Mysleme si, Ze méme tfi soufasnd Tefeni této rovnice,
totiZ: 2, y; a, %) 2, Yy Je tudiZ:

lz4+ my +n%=20, ,
lo 4 my +n=0, (2)
Ly +mys +n=0.

Odeéteme-li druhou rovnici od prvé a podobnd i tietf
0d prvé, obdriime: '

(& —z)+m(y—y)=0,
Lz —20) +m (y — ) =0,



&l 10. vyjidinje:
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z kterychZto rovnic plyne: :
£d—x __Y—Y 3
T—&y Y —Ya ®)
nebo ve tvaru determinantu:
Z—Z, Y—Y —0. (31
Z— Loy Y=Y
Rovnice tato je podminkou (el 7, rovn. 4), vedle které
ti body (=, 9), (2, 4), (%, ¥o) leZf na jedné a téZe pFimce.
Kterékoli tfi body, jejich#z soufadnice vyhovuji
rovoici (3), leZf na jedné a téZe primce; jelikoZ vSak
dva z t&cli bodl pfimku dplné uréuji, vysvitd, Ze misto vSech
bodfi, jejichz soufadnice rovnici (1) vyhovujf, je pifmka, t. j.:
obecnd rovnice stupn& prvého vyjddfuje piimku.
MtZeme vak rovnici (3) i jinym zplsobem vyloZiti. Dle

=&y, Y=Y ‘
&=y, Y=Y
'dvojmisobnou plochu trojahelniku, jehoZ vreholy json (i, ),
(Tay %), (2, 9), a jelikoz tento vyraz pro kaZdé tfi body,

- jejichz soufadnice vylovuji rovnici (1) se rovnd nulle, vysvitd,

Ze utvar geometricky vyjadfeny rovnici (1) je pifmka.

28. Takto jsme bezprostiednd dokazali, Ze obecnd rov-
nice stupné prvého vyjadinje pifmku, aviak mohli hychom
to dokazati i tfm zplisobem, Ze bychom obecnou rovnici na
jeden z dffve uvedenych tvarl svedli, &m# soulasn& bychom

~dokdzali, Ze geometrickému fdtvaru vyjédfenému obecnou rov-

nicf prvého stupnd prisludl karakteristickd vlastnost primky.

Tim zpisobem bychom obdrZeli vice rovnic pro jednu a tuté

pifmku a doké%eme nyni, e rovnice stupn& prvého, jet znadf

jednu a tutéZ piimku, ponze stilfm &initelem se lisf, jims

jsme danou rovnici pifmky bud zndsobili nebo zkritili.

. Maji-li dvé rovnice

Zx—l—mg/—i—n_O
Va+my+n @

Jednu a - tutéZ primku vyjadrovati, musime za kterékoliv w«
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z ohou rovnic obdrZeti tuZ hodnotu pro w, t. j. mmsi byti*):

l ”n I8 n!
pall ity e (3)
" o m m
'Za x =0, plyne
~ H n
—_— §
m - om (6)
Nésledkem této rovnice miiZeme horni totoZnost psdti: -
P
— &= — 1,
n m

kterdZto rovnice opét pro viechny moZné hodnoty za z musi
byti platna, coZ vdak je tenkrdte, kdy? :
l I
‘ prol s (7
Podminetné rovnice totoZnosti (6) a (7) mZeme téZ
pedti:
I m _ n
T T
Oznadime-li nyui spoleénou hodnotu tdch pomérd 4, je
l=4l, m=im, n=24n'
timZ sezndvame, Ze skuteéné rovnice primky
' Va4 my+n =0,
prechdzi ve rovnici téZe piimky
le+my+n=0, ‘ ‘
zngsobime-li ji uréitfm &initelem 4. MiZeme nyni ¥ei: Dvé
rovnice prvého stupné mezi z a y jeZ se 1i§{
pouze néjakym stilym Einitelem, vyjadfuji jednu
a tuZ primku. :
Chceme-li na pitklad svésti obecnou rovnici pitmky
; let+my+n=0,
‘na tvar normaln{
zeose+ysine—p=20,
znisobime obecnou rovnici p¥mky éinitelem A, jejZ uréime
z podminky, Ze plati totoZné:

Alx4+my+n)=xcose+ysine —p.

*) Znak = upotiehujeme pro totoinosf — identitu, t. j. Ze rovnici
vyhovuje se kazdou hodnotou pro .
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Jest tudiz - Al = cos e,
Am = sina,
An=—np

Seteme-li ¢tverce prvych dvou rovnic, obdrzime:
AT(I% 4+ m?) =1,

A= —-————1—-——.___—:

+ VI me

Znaménko koTene je opdéné znaménka veliéiny », jelikoZ
soutin An musi byti zdporny, totiz — p.

Je-li na priklad ddina rovnice pifmky:

3a—2y+5=0,

to ji svedeme d&lenfm &initelem: A= —\"15 na normdlny
tvar, ¢mZ obdrzime:

tudiZ je:

3 x + 2 Yy — L 0
V5T \Vis®T iz
Zndsobime-li horni rovnici Cinitelem 4= —{, obdrZime
tsekovy tvar rovnice, totiz:

elen

3

Poznhmka. Ze obecnd rovnice stupné prvého vyjadiuje plimien,
vysvitd 1 tim, Ze kaZdd piimka sete druhou piimku v jediném bhodé.
Rovnice obou piimek mohown miti tim pouze jediné spoleéné TeSeni,
t. j. ka#d4 z nich musi byti prvého stupné.

29. V rovnici p¥fmky, necht jiz je toho neb onoho tvaru,
. vyskytujf se dvé& libovolné stdlé, pouze obecnd rovnice primky
le+my+n=20
zdinlivé md tii stdlé velidiny. JelikoZ vZdy jednou z téchto
ti stdlych, na pf. », miZeme rovnici dgliti, zlistanou opét jen
dvé libovolné stalé, totiz:

; /A m
e
Vezmeme-li obyéejnou rovnici piimky
Y= Ax -+ Z),
jsou velidiny 4, b libovolné stdlé; libovolné — jeliko? miize




tato rovnice kteroukoli pifmku v roviné vyjadiovati, — a st416 —
jelikoz pro jednu a tutéZ pfimku se nemdni. PovaZujeme-li
ty stdlé veli¢iny jakoito nezndmé, miZeme je uréiti, zndme-li
dvé podminky, jimZz maji vyhovéti. Takové dvé podminky
vyjddiujeme totiz pomocel dvou rovnie. MfZeme. tedy uréiti
pfimku ze dvou danych podminek, co% na nasledujicich p¥ikla-
dech vysvétlime.

I. M4 se uréiti primka jdouei bodem (', 9.
Budiz hledand rovnice primky - :
y=dx+ 0. (1)
JelikoZ je bod (2!, y*) bodem této piimky, podavaji sou-
fadnice jeho jedno feSeni rovnice (1), to jest, plati:
y' = Az + 0. (2)
Podminka, by primka probfhala danym bodem, déva tudiz
jednu rovnici mezi 4 i 5, pomoci jejiZ miZeme jednu stdlou
vyjad¥iti druhou. PiSeme-li tedy y'— 42’ za b v rovnici
pifmky (1), nebo coZ je totéZ, vyloudfme-li -z rovnic (1) a (2)
stdlou veliéinu b, obdrZime:
y—y' =d@—-=x), (3)
jakozto rovnici pifmky, jdoucf danym bodem. Rovnice (8),
v niz je A jedté libovolné, znadl rovnici kterékoli pifmky
jdouci bodem (z', #’), nenf totiz pfimka jednim bodem uréena.

» II. Rovnice piimky jdouci bodem (z, J’) rovno-
bé&Zné ku dané pFimce.
Rovnici primky JdOHCi danym bodem, zndme J1i jest:
y—y' =A@ — 2.
Md-li byti pifmka tato rovnob&Zna s dauou pumkou, jejiz
je smérnice A,, musi byti:
A‘ - ‘11 k]
tim je. y—y :A (x —ah),
hledand rovnice prfmky.

111 PllmkaJdoum dvéma danylnl body (2, ¢
a (2 g )
Rovmcc piimky jdouei bodem (z/, y*) -je:.
y—y' =Ad@-=a). ™

Zahradnik. Analytickd geometrie. 3
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Koefficient A najdeme z podminky, Ze tato primka pro-
bihati ma i bodem (z”', y'); platl tudiZ:
,’l/” . y/ — A4 (.',7)” . {I}I),
z tehoZ plyne:

=y

Tim je i smérnice té piimky urdena, a rovnd se podilu
z rozdilu pofaden a rozdilu pifsluinfch tisefel, Dosadivie do
rovnice (1) hodnotu za A, obdrZime:

oyt — oy .
ymy =l o,
- kterouzto rovnici bychom té% mohh psiti:
y — ./“ — o —_ ./“ (,1 .u)’

tehoz dikaz lezi v odvozeni rovnice (3).

Poznamka. V piipadé tomto méme dvé podmineiné rovnice,
jelikoz jde piimka dvéma body, totiz:

y=da 41,
y'=Adx' 4+ b
Dosadime-li hodnoty za 4 i U plynonei z téchto rovaic do rov-
nice y=4dx+1, ‘

obdriime hledanou rovmici pifmky, Oba vikony, totiz Fedeni a uve-
denf hodnot do rovnice plimky, maji v zipéti vylouteni stilfch A, b
z uvedenych tif vovnic. Vysledek eliminace mdZeme ihned napsati
ve tvaru determinantu:

y x 1
y' 'l
?/u :'0“ 1

=0.

Vzddlenost bodu od primky.
30. Mpysleme si danym bodem P (& %) proloZenou
pmmku rovnobéiné § p¥fmkou danon
.08 &+ ¥y Sin a = p.

Jesli L pata kolmice z poéitku soufadnic na roynob&zku
spusténé (obr. 25.), je

Ecosat+nsine=0L=p+ KL,



tudiz je*) T

ﬁ:gcosa-l—'nsmex—p
délka vzddlenosti ¥ P. Kdyly viak
"bod P leZel s politkem O po
téze strand pifmky, a v piipads
tomto oznalme jej P, bylo by:

OL'=0K—-L'K,
tim bychom obdrZeli: Obraz 25.
IE=0K—0L'=p— £cosa —n sinw
pro vzdilenost P'N. Vidime, Ze se znaménko kolmice méni,
prejde-li bod P z jedné strany pH{mky na druhou stranu.*¥)
Jsout i vzdélenosti PN, P'N opituého sméru a tim i opdl-
ného znaménka. ObdrZime tim pro vzddlenost néjakého bodu -
od primky vyraz:
PN =+ (£cose + 5 sin a — p).

Nyni uréime je§td8 znaménko kolmice. Vezmeme-li kol-

mice bodll, jeZ leZ{ s potdtkem soufadnic na téZe strané primky
jako kladné ***), plat{ pro kaZdou polohu bodu P dolni zna-
ménko, jest totiZ:

PN=— (§cose+nsine—p),
nebo prejde-li bod P do politku souradnic, splyva téZ pata
jeho K s patou NN, &imZ obdrZime:
 ON=0K=+p.
Predpoklddajice, #e mdme pfimku danou rovmic{ tvaru

‘normalného, a Ze jsme vSechny ¢&leny jeji pievedli na levou
stranu (rovnice anullovand), tak Ze je ‘

zeose+ysine —p =0,
miZeme nyni ¥ci: Dosadime-li soufadnice kterého-

*} Srovnej pozndmku ku &l. 25.; miizeme zde totiZz promitnouti lome-
non taru OM P na kolmici O L, timZ té% obdriime:
OMcosa-+ MPsine=~Ecoso +nsine=0L,
**) Porovnej poznimku &l 11,
, **¥¥) Mohli bychom i opiéné rozhodrouti, aviak potom bychom' se mu-
seli toho dbslednd piidrzeti.

g+
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koli bodu do levé strany anullované rovnice dané
primky ve tvaru normalném, obdrZzime zdpornou
vzdilenost tohoto bodu od dané pi‘imk_y. )

Kdyby byla dina pimka rovnicf v jiném tvaru, svedeme
ji dfve na tvar normalny; tak jest vzddlenost bodu P (£ n)
od primky o le4my+n=0,

ddna rovnicf: ‘ ‘
lE+mn4n,

—PN= lﬁfﬂﬂ-—t . nebo PN= ==
/U4 mE , Vi 4+ m?
vzdalenost PN téhoz bodu od pf'hnky, dané rovnici ’
y=Adz+Db,
; —AE—D . —m+dE4+b
e —PN=1T45"° 4§ PN=—==2—
J 4\ T4 ) V442

Soufadnice paty N (#, g,) (obr. 25.) plynou z Toviic
£ —z, :lePcosa:(EcOSa+nsina'—p) cos «,
n—y, =N Psina=(§cos «+1sine— p)sine
Je-li na priklad din bod P (—2, 1) a piimka
3z2—2y+5=0,

' e (—2)—2-145
Jje §cosa+nsm(x~p:3( ) +5_ 38

~Vits ., Vg
tudiz je vzdédlenost toho bodu od dané primky
; 3
V13’
a 4 3 ' 2
S0 = ——==, SN O= ==

EAYSTL V13
Pro soufadnice paty N kohnice s hodu P mna piimku spusténé
obdrzime w = — LI, = .

Uloha, Najdi vzdilenost bodu (1,2) od pifmky
L
gt =5h ;
JjakoZ 1 souradnice paty N kolmice toho bodu na danou primku.
Re§: Vzddlenost =2, N (22, &),

5
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Uhel dvou primek.

31. Dény budteZ dv& piimky rovnicemi svyml ve tvarn
- obyéejném, totiz:
y=dx +0,
y=Ax+ 0.
Oznatime-li ¢ a o' Ghly, jeZ uzaviraji tyto piimky s osou X,
a pismenem ¢ tdhel téch primek, je (obr. 26.):

=o' — ¢
tudiz i g = tg ol — tg e _—AI__A .
el 1+tga'tga 1+ 44 (1)

Dané dv& primky StO_'[l na
sobé kolmo, je-li 8 = 90° tudiZ:
1444'=0. ()
Dvé pimky stoji tudiZ na
sob& kolmo, rovna-li smérnice jedné /
piimky negativno-reciproké smér- A7
nici pfimky druhé, je-li totiZ:
1
A'=-7 ~ Obraz 26.
Dané dvé pfimky jsou rovno-
béiny, je-li =0, ¢imZ z (1) opé&t plyne rovnost smérnic,
totiZ: A=A (3)
Kdyby byly pfimky diny rovnicemi ve tvarn obecném:
let+my + n=20,
Pax4my+n=

Ilm'—I'm

Je tg = 1l + m' 1%/‘ (4')
Podminka kolmosti je:
LV 4 mm! —0 | ()

a podminka rovnobé&Znosti je:
Im' —U'm=0. ; (6)
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Uloha 1. Urditi jest thel piimek:
82—2y+5=0,
bx+Ty+9=0.

¥ .. ‘ 214 19 _

Re: tgd =T ip =31

Uloha 2. Ktery tihel uzavird s osou ¥ pimka:
3z4+8y—2=0.

Res: tgd =%
Uloha 3. Bodem (2, y') vésti se mé pifmka, kterd
Spfimliou le4+my+n=0,

uzavird dany thel g.
Re§: Rovnice piimky jdouci bodem (2, y") je:
‘ y—y =4 (-2

Smérnice dané pﬁmky je - ;l;, tudiz je:

4+ m Am+1
tgp = 7 = P,
1 —4d4.— <
m
z tehoZ plyne: — migp—1
‘ m+lig @
- a rovnice hledané primky je: |
2,_mtgt;p— Z(x _ ).

Y-y = m&
Uloha 4. Urtiti jest rovnice piimky, jdoucf poéitkem
souradnic kolmo na pifmku:
3x—bHy+8=0.
Re§: Rovnice této kolmice je:
b5z4+3y=0;
jelikoz soudet soutindl koefficientd stejnojmennych proménlivich

se rovnd nulle, stojf na dané pifmee kolmo (rov.5.), a jelikoz
nenf vnf stdlého é&lenu, probth4 poddtkem souradnic.
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Priisek dvou piimek.

32. Diny jsou dvé pfimky rovnicemi svymi:
: lzt+my+n =0, (1)
lz+m'y+n =0. ‘
Predpokiddajice, Ze majf i « i y v obou rovnicich tuZ
hodnotu jakoZto souradnice bodu spoleéného ob&ma primkéim,
obdrzime refenfm *) téchto rovnic dle = a y:
: _mn'—m'n
T Tm —Tm’
g —n'l
Y =Tw =Tm
V pripadé, Ze je jmenovatel
Im! — l’mzo,
méme zcela wréity prisek v koneénosti. Kdyby viak byl spo-
leény jmenovatel L/ —1'm =0,

jsou ob& pifmky rovnob&Zny (8. 81., rov. 6.), co% i geometricky

vysvétluji nekoneéné veliké lLodunoty soutadnic priseku v pii-
padé tomto.

Zde jsme piedpoklddali, Ze ¢&itatelé soufadnic se li§
nully.

- Kdyby mimo spoleény jmenovatel i tftatel jedné sou-
fadnice rovnal se nulle, platilo by totéz i pro &itatel druhé
soutadnice.

Z rovnic Im'=1'm =0,
mn' —mn=0,
i m 7
lyne totiZ: e I T
Py i m’ n'?
a tudiz i: nl —n'l=0

V pripadé tomto ob& piimky (1) v jednu splyvaji (Zl. 28.).
Kazdy bod té pifmky povaZovati miiZeme za prisek, odtud ne-
urtitost ve vyrazech pro soufadnice priseku.

*) Jest prospéino, pamatovati si toto TeSeni ve tvaru:
mn | |nl] |Im
mint e T

xiy:l=




Uloha 1. Majl se uréiti soufadnice vrcholit trojahel-
niku, jeho# strany jsou ddny rovnicemi:
Qy—2=2 yta=1l 22+y=-—4
Re§: 4, (0, 1), Ay (<2, 0), 4y (-5, 6).
Uloha 2. Necht se urdl prisek piimek:
y=Aduxr+ A3 y:A,x+A2,.
Res: - [—(4+4), —A44]

83. Tii pffmky protinajf se v tém# bod8, prisludi-li jim
jeden bod spoletns, nebo jinak efeno, priisel dvou piimek jest
hodem pifmky treti.

Jsou-li tudiz:

le+ my 4+ n =0,
e+ my-+na =0, (1)
a4+ my+n=0,
‘rovnice danych ti pfimek, obdrzfme, predpoklddajice tuz hod-
notw pro x a y ve viech t¥ech rovnicich, tim Ze hodnoty pro
x & y plynouci z poslednich dvou rovnic (&l 32.) dosadime
do rovnice prvé: :
Im'w' —m"n) +m@ I —n ) +al@m' —1"m)=0, (2)
¢ jakoZto podminku spoleného YeSeni. Podmineénou tuto rov-
niei psdti mhiZeme ve tvaru determinantu [vysledek vylouleni
veli¢in 2, y; z rovnice (1)]:
I m n
'm' n =0, 3
Zl‘l 4n/l nll
-jelikoZ z jednoho Elenu na pi. Im'n'' viechny ostatni Eleny
levé #rany rovnice (2) permutaci pfsmen obdrZime, ménice
soudasné i znaménko,
Pozndmka. Toto pravidlo mfZeme i ndsledovnd vyjadiiti:
Je-li soudet rovnic tii pifmels, kdyz jsme byli difve dvé z nich urfi-
tymi &initeli zndsobili, roven identicky nulle, protinaji se ty tii pifmky
v bodé jediném..

Zndsobime-1i totiZ prvou rovniei dinitelem 1, druhou Cinitelem g,
obdrzime sedtenim:

ittt ietmritmpgtm)yt@ditapt =0




__.4‘1‘_ .

Soufet tento je tenkrite totoZny mulle, je-li soudasné:
14T+ 1 =0,
mdm - m =0, 4)
ni4n' =0,
a podminku soudobné platnosti rovnic téchto najdeme, vylouéime-li
z nich velitiny ‘1, p.
Obdriime tim opét rovnici (2), TPlati-li tudi% podminetns rov-
nice (2), méZeme z dvou od rovnic (4) zminéné &initele 2, w vypotitati.

Rovniece piimky v sontadnicich polarnyeh.

34. Promitneme-li provodi¢
libovoluého hodu P pifmky na-
kolmici z politku p (obr. 27.), oh-
driime, znaél-li » provodié a ¢
polarny thel:

r cos (p — ) =p,

z ¢ehoZ je: «
= P
cos (p — )’
rovnice plimky v seufadnicich po-- Olbraz 27.

larnych; p i e jsou velidiny stilé.

Vyjdeme-li od obecné rovnice pfimky v soutadnicich pravo-
thijch, obdriime, pi&ice (E. 6.): z=1rcose, y=rsing@,
rovnici piimky v souradnicich polarnyel::

n
:_ZwStp-}-msmgo’ ,
kterouZto rovnict bychom ihned svedli na tvar dfivéjsi sta-
novivie: %

no "o,
l=—-——¢ose, m=——sine,
b r

Dodatek ku geometrii primky.
35. o) Pifeme-li za Jevou stranu anullované rovnice piimky,
tudiz za le+my+n,

gkritka pismeno jedno, ma pi P, jakoZto podatetné pismeno slova
piimka, je P=0,
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rovnice prmky, jié‘ opét ve obrazei pithodnd pismenem tymz P po-
jmenovati miizeme. Pifeme-li podobné
P=la$my ++mn
o pripomeneme-li si, Ze je
' lot+my +n
‘ _ Vir4-me

vzdilenost®) d' bodu (24, 9') od pifmky P=0, je:

1ot 4my' +n=P=d Vit m,
coz nam pravi, ze je vysledek substituce souiadnic nékterého bodu
do rovmice dané piimky dmérnd veliGina se vzdalenosti téhoZ bodu
od dané piimky.

f) Mame-li dva body (2, %), (=, ¥}, je
iz +my' 4+n P d
Tx" + ” yu + n - P - an
y) Jsou-li diny rovnice dvou piimek
P=laz+my+tn=0,
B=hLa+my+m=0,
vyjidiuje . P—1P =0, (2)
vovnici piimky, jdouci prisekem piimek P i Py, jelikoZz soufadnice
priseku vyhovujici rovnieim P=0 i P, =0, vyhovuji nezivisle na
hodnoté 2 i rovnici piimky (2).
Z neurtitost{ &initele téziti méZeme pfi dlohdch, kdez jedna
z podminek, jeZ pifmlku uréuji, je priisek danych dvou pifmek.
Na pitiklad: Jest uréiti rovnice pimky, jdouei prisekem
primek 8x—2y45=0, )
: 2047y —6=0, @)
i bodem (2, 1).
Red: Tvar hledané rovnice je
o Bz—2y+4-56)—i@x4-7y—86)=0, (2)
a jelikoz ta piimka md jiti bodem (2, 1), musi soufadnice tohoto
bodu rovnici (2) vyhovovati, SimZ obdrZime:
9—15=0. 3)
Dosadime-li z rovnice (8) plynouci hodnotu pro 4 do rovnice (28
obdrzime jakozto hledamou rovmici piimky:
3a-73y—179=0,

*) Srovnej &l. 80, i ¢1. 28,
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Pr iklad 2. M4 se uréiti rovmice pimky JdOllGl prusekem
primek 224 y —8=0, ‘
z—3y+42=0, @
kolmo na plimku: 3z+2y+42=0. 2)
Res: Tvar hledané rovnice bude:
Rer+y—38)—2(z—38y42)=0, (8)
tudiz: @—Ye+(1+8Y)y—(8+24)=0,
a jelikoZ tato piimka md byti kolmici na i)i‘imku (2), plati (€1, 81.,
rov. 4): 8(2—a-+2(1483)=0
Z rovnice této obdrZime hodnotu pro A= —4§.

Hledand rovnice pifmky je tim =zcela urdena, tieba pouze
uvésti hodnotu pro i do rovnice (3), nadez obdrZime:

245 —91y47=0.

&) Nynl mbZeme i poznidmku ¢l. 83. ponékud v kratkosti do-
plniti.  Jsou-l

P=0, P =0, P=0 )
rovnice tii piimek a plati-li identicky
AP+ p P+ P=0, )

I)I;Obfha‘]'l’ ty th ptimky bodem spoleéunym.
Mizeme totiz rovniei (2) psiti:
lP-}-pPl———Pq (3)
z &echoz shleddvime, %e soutadnice priseku piimek P i B, vyhovu-
jice levé strané rovmice (8), vyhovuji tim za piitinou totoZnosti
i pravé strand t. j. priisek primek P a P, leZi una piimce P, nebo
piitmka P, jde prisekem pifmek P a B,

Geometrie kuZelosedek.

| O kruhu.

36. Kruh je mfisto v&ech bodd, jeZ jsou od
daného pevného bodu stejné vzddleny. Dany pevny
bod C (a, b) jmenuje se stfed tohoto kruhu a stdld vzdé-
lenost » bodt kruhovyeh od stfedu C je polomé&r kruhu.
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Analyticky vyjédiuje (€. 7.) tuto karakteristickou vlast-

nost krubu rovnice:
N + NP*=0P,

t..J. (z—a)2+ @ —=0)2=rs (0
kde# jsou z, y soufadnice libovolného bodu P na kruhu
(obr. 28.).

Rozvineme-li rovnici (1) obdrifme

¢~+?/~——2ax—2b1 +a*+ b —-r*=0.
Rovnice kruhu v souradnicich pmvouhlvch je tudiZ tvaru:
2 yrtlrtmy+n=0, (2)

a naopak kaZdd rovnice tvaru (2) vyjddfuje analyticky kruh.
MbZeme totiz rovnici (2) svésti na tvar (1), ém# obdrZime

| ’(x_l_%)'&_l_ (y 7;2 2 Z“—anr

Srovndme-li tuto rovnici s rovuic (1), shleddme, Ze jsou

l
(-4 -2

soutadnice stredu tohoto krubhu a polomér jeho Ze je

AT
-V

‘Rovnici (1) jmenujeme obecnou vovuic{ kruhu.

g X
§3

Obraz 28. _ "~ Obraz 29.

Kdyby potitek soufadnic leZel na obvodu krubu, byl by
bodem kruhu, t. j. soutadnice jeho (0, 0) vyhovovaly by rovnici
jeho.  V pifpadé tomto plyne z rovnice (1)

‘ a® 4 b2 =2 (3)
nebo z rovnice (2) = ﬁU/c?)—z ostatnd i z obrazce 29. plyne,
kdez je: 0B*+BC*=00n
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Nevyskytuje-li se tudiz stalj &len » v rovnici kruhu '(2),
le#i poéatek souradnic ma kruhu samém.

Smér osy X byl v piipadé tomto libovoln§; i Vezmeme
nynf onu pifmku jdouc! bodem O na kruhu, jez probfhd stie-
dem kruhu, za osu X. Soufadnice st¥edu C (obr. 30.) v této
soustavé soufadnic jsou. ¢ =7, =0, a rovmice kruhu znf
zde: $2+J9’—~97”'l‘—_-0 (4)
kteryZto tvar jmenujeme vr cholovou 10vnlci kruhu ‘

Osa Y je tu tednou kmhu nebot st031 kolmo na priméru
kruhu v krajnim jeho bodé.

Mysleme si koneéné, Ze vloZime poddtek soufadnic do
stfedu Jkruhu (obr. 81.). '

Obraz 30, Obraz 81.

Souradnice stfedu, ponévadZ je nyui podatkem souradnic,
jsou ~a=0, 5=0 a vovnice kruhu (1) piejde v pifpadd
tomto ve 24 g 2=y - (B)

coZ bezprostiednd i z obr. 31 plyne kde% pro hbovblny bod P
na kruhu plati: O I + WP = 0P~
Rovniei (5) jmenwjeme st¥edovou rovnici krnhu

Dotykd-li se kiuh osy X, je b= +7~ dle toho lezd-li
kruh nad nebo pod osou X. V plipads, Ze je

a=+7r, b=+
dotyké se kruh obou os soufadnic, a leZ v tom kvadrantu,
ve kterém se nalezd jeho stied.

87. Ze stiedové rovnice krulu plyne FeSenim dle 4:
y:i\z'wﬂ_—‘r?,




t. j. kazdé fselce, na pf. 2= OM, piislufeji dvé pofadny
sice stejné co do velikosti, aviak opitného znaménka, totiZ
MP, MP, jez jsou dotud realné, dokud je z4i=». Kdy-
bychom ototili kruh okolo osy X, piejde hornf{ dil 4P B
ve dfl spodni AP B, t j. osa X palf kruh, jest tim JBhO
osou soumé&rnosti.

Regenfm rovnice stfedové dle z obdriime

e=+Vr*—;

Useéka 2 je tudiZ redlni za hoduoty y, jeZ jsou L7
Co jsme diftve 0 ose X uvedli, plati zde i pro osu X,
a jelikoZ kaZdé dvé kolmych na sob& primér& za osy soufadnic
vziti mfiZeme, plyne, %e kazdym primérem se kruh pdli.

Dvéma na sebe kolmymi priiméry se tudiZ kruh &tvrti.
Déle plyne z této avahy, Ze sestrojime-li v prisecich os s kru-
hem rovnob&Zky s osami, obdrzfme &tverec, jenZ jest kruhu
opsany, z SehoZ opét dile vychdzf, Ze je kruh kiivka uzaviend.

38. Vrcholovou rovnici krultu (4) mliZeme psati:
yr=2rz — 2%

Ze je osa X osou soum&rnosti, vysvitd jiz tim, Ze lex
stled kruhu na této ose, jakoZ i z té okolnosti, Ze ku kaZdému
x = OM pifsluseji dvé hodnoty y, totiz. M P, M P, je’ jsouce
stejné veliky, pouze znaménkem se li§i (obr. 30.).

‘Rovnici vrcholovou miZeme psiti:
: YP=2Qr=2),
aneb 22+yt=2r.a.
JelikoZ je y=MP, 2=0M, 2r=04, vyjidiuji
uvedené rovmice nasledupci dobi'e zndmé . vlastnosti kruhu:
| MP=0M.MA4,
0PP=04.0M.

39. Svedeme-li viechny élehy obecné rovnice kruhu na
levou stranu, obdrzfme tak zvanou anullovanou rovnici, totiZ:

(#—a)+@—b)r—r=0.




— 47 —

Stanovime-1i zkratka:
E=(z—a)+(y—0)>—r,
a oznaéfme-li tym# pismenem i kruh v obrazei 32., mfiZeme

se ptati, co obdrifme, pifeme-li misto soufadnic bodu P (z,9)

na kruhu soufadnice kteréhokoli bodu A (@', ¥ v roving
kruhu?

Znadi-li T bod styku teény
vedené z bodu 4 na kruh X, jehoZ Y
je stfed bod ‘C, mime

Ea—rﬂgme— TC*=A4T%
dale je:

AC=@ -0+ -b4 g ;
tudiz: - Obraz 82, )

@ — 6 + @ —b)~—o~—AT~
Leva strana této rovnice je vysledek substituce somadmc
bodu (z/, ') misto soufadnic bodu (z, ) do vyrazu K;
coZ kritce K' vyjddifme, a stanovime-li dile za déllu teény
A T=t¢, mieme posledni rovnici pséti nisledovnd
LK =
, Zde jsme predpoklddali, Ze lezi hod 4 mimo kruh K,
lezili uvnit¥ kruhu, na pi. 4, v obrazci, plat{ i zde
4,0 =@ —a)+ @~ b
Vedeme-li bodem A, - ‘titiva kolmou *) pa pramér 4, G,
a stanovime—h, opét pul této tetivy, t. j.:
g?‘ll =13 . _
je SA=¢2=8C*— 04},
tudiz je: K =@ —a)*+ (@ —b)?—r2= —f2
Dle toho, lezi-li bod A mimo kruh nebo uvnitt kruhu X,
je EK'20; jeli ak K'=0, le#f bod 4 na kruhu samém.
Veli¢inu K’ jmenujeme mocnost bodu A vzhledem kruhu K.

) Z planimetrie je znémo, Ze
GA]_ = ’r‘!—‘ G.A]_—l'-T)(CAl-—-T)—.R.AI .RA)_—S-AI SA]——"S.AI

jeliko%- Je L DS Ay =t B
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40. Kruh, dany tiemi body. Obecnd rovnice kruhu
obsahuje tii stdlé velitiny, kteréZ jak jsme vid&li, uréujf i po-
lIohn i velikost kruhu. Velidiny tyto nemusi byti bezprostiedns
dény, dostadf, zname-li t¥i podmine&né rovnice, z nichZ bychom
je mohli uréiti. Na piiklad miZeme urditi rovnici kruhu z pod-
minky, by probihal tfemi danymi body
(@, 1)y (Zey9n)y (%as Ya)-
 Vezmeme obecnou rovnici kruhu ve tvaru (2) totiz:
24y t+lez+my+n=0.
Souradnice bodfi, jimiZz kruh probfhati md, musi rovnici
kruhu vyhovéti.  ObdrZime tim tfi podinfneéné rovnice:
nr+yt+la +my +n=0,
Caet Yt la +myy 0 =0, (6)
B3 byt lay +my, + =0,
z nichZ mZeme nezndmé velidiny 7, m, n vypodisti, &mi je
i rovnice kruhu (2) wréena.
Spoleény jmeunovatel:

D=2 ye — 2 9n) + (@2 Yy — 25 90) + (23 g1 — 21 Ys),
nezndmych 2, m, n musi se li§iti od nully, jeliko# by v pii-
padé A =0 dané tfi body leZeli na piimce (¢l. 27.). Jednd-li
se o stfed tohoto kruhu, tfeba, bychom na$li 7 a m. Ode-
Cteme-li drohou z rovnic (6) od prvé, obdriime

B — Tty — g 1 (g _1'3)'*'772(1/1 "./")—-O
aneb

Y= Y) (g +92) + (@ — 1) 0+, + Zy) = 0.
Délime-li rovnici tuto éinitélem ~ 2, a piSeme-li
53::15,-{-(12'2 7 JJ+?/"

4 3 2 1

jakozto soufadnice stiedu spojnice bodft (.1,, J,), (e 2 J),

obdrifme, vzhledem k tomu, Ze je (¢l 36.)
{ m
a= =3 b= — 50

o _‘?/)(6"7?)+(-7|_J )(a-—g.,)...()




— 49 — :

_ Z rovnice: této seznavamo Ze stred kruhu (@, ) leZf na -
plimce z
J — J~ —&),

kteraz jde stredem spojnice bodit: (4, #,), (a:.., ¥s), kolmo na
tuto spojnici. Podobn& bychom mohli vyjiti od drubych dvou.
rovnic (6), ¢imZ piijdeme opét na zndmou vétu z planimetrie,
Ze ,stied krubu, ktery jde tfemi body, }eZl na kolmicich vzty-
_&enych ve stfedech spojnic téchto bodd.® '

Yy — "7.3—

Primka a kruh.

41.  Vzijemnou polohu pfimky a kruhu v roving jedno-
duse vySetifme, stanovime-li-stfed kruhu za poéitek soufadnic
(obr. 88.). Jsou-li totiz:

. 2 T e 2 : .
,x‘-_{-y"_r\, 0
y=Adz+0,. .
rovnice daného krubu a primky,
pak je vzddlenost p st¥edd (0, 0)
tohoto kyubu od dané p¥imky:
' b
PT VIR Obraz. 38.

Pitmka protind dany kruh ve .

dvou bodech realnych, je-li

. S
s S r>P t. J. T>'_\"/_1’T——:'~“
v bodech pomyslngch, je-li '

L b
r<p t ] 4~<v1——+—“j—2.
V pfipadé, Ze je
b
r=—p=
TVt 4

splyva_]i oba priseky v bodé jediném, t. j. piimka se dotyka
daného kruhu, Vysvitd to i z.obrazce, jelikoZ je
E V71442 =seca

Zahradnik, Aﬁnlytiukz’x geofnef.rle. . L 4



Souradnice présekd piimky s kruhem vyhovujf i rovnici
piimky i rovnici kruhu. Berouce tudiZ x, y v rovnicich (1)
za, soutadnice téhoZ bodu, obdrzime fefenim rovmic (1) dle z
a » hodnoty téchto soutadnic. Vyloudime-li z téch rovnic nej-
diive poraduu y, obdrifme ‘

‘ 2+ (dz+b)*=r?,
nebo spordddme-li ji dle mocnin dsetky x:
A+ A4 420Adx+ @2 —r)=0. (2)

7 rovnice této, kterdZ je kvadratickd, obdrime FeSenfm
pro z dvé hodnoty z' a =z jakoito dselky prisekil, z &ehoZ
patrno, Ze primka protingd kruh ve dvou bodech. Usetkim
pritsekd piislu§né poFadny plynou z rovnice pifmky, jsouf:

yY=Adz 486 y'=Az"+0.
- Z rovnice (2) mohli hychom opét vyvinouti uvedend jiZ
kriteria o prsecich pfimky s kruliem, na& budiZ zde poukézéno.

Pro vzdélenost obou prisekd ohdriime:

P — | T 2 b" 0%
PT "2PK"“ZV _1—:}-44 (3)
kteryito vyraz je arci potud realny, dokud jsou priiseky re-
alné, coi opét nds na uvedend kriteria vede.

: 42. Oproti predchézejicf tloze hledejme nynf primku
jdouci dvéma danymi body P’ (2/,y"), P” (z",4") na kruhu.

o Rovmce spojnice téchto dvou bodli jest:

y— J‘J,;Jr,(w-x’) 4)

Do této rovnice tieba nyni uvésti podminku, Ze dané
body P/, P" lezf na kruhu daném rovnici

24yt =t (5

Jest tudiZ ‘ ’2+ 2= g2
ey s s (©)

— 1

odetteme-li ob8 rovnice, obdrzime:
2% e zie +‘y/z . yuz o 0,
aneb“‘ : (x, +'.1}“) (x/ — -21“) +.(,7/I + y//)' (?// o 3/“) —_ 0’
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Y=y At

™

z ¢ehoZ plyne:

wl -L'“ J + 7/
Uvedeme-li nyn{ hodnotu tuto pro smérnici do rovnice (4),
obdrzime - z 4 '
. = - -z 8).-
y—y'= J+yi ) (8)

jakoZto rovnici spOJmce dvou bodf leZicich na kruhm, t. j.
rovnici ‘seény kruhu.

Blizi-li se nyn{ bod P ku bodu P’ otdalf se seéna
okolo bodu P, a bliF se k urtité poloze, ku které dospéje,
splyne-li hod P shodem P'. V této poloze jmenujeme seénu,
jejizto oba prisediky splynuly v bod jediny, -teénu kruhu.

Pifeme-li v rovnici sedny

JI/ = ./1 .'.U“ froney xl,

&mz vyjadifme, ze bod P splyne s bodem 7, obdriime rov-
nici tetny v bodé P’ na kruhu, totiz '

y—y'= @ '),
ktelazto rovnice na,bud(, Jednoduééiho tvaru -

xx' +yy =71y ,
zndsobime-li ji Jmeuovatelun y' a piihlfZfme-li k tomu, Ze bod
P jejz bodem dotyku Jmenujeme leZi na ktuhu

Pozndmka. Kdyby byl dén kruh rovnief obecnon
@ — o)A (y —b)r =11,

mobhli bychom nejdiive rovnobézné podinouti osy soufadnic do stiedu
kruhu jakoZto nového, potatku. Toto provedeme substituct (€l 13.)

‘ x—a;£7 _/-—-b—-—’)],
- nades je rovnice kruhu v této now soustavé soutadnic
g2 A-mr=rx
Rovnice tetny bodn f=a'—a, =y —0 je
EE+mn=r12
nebo vratime-li se na plvotnou soustayu somaduic‘ )
@ a)(%—'—a)—i-(/ —b)(y—0b)=r%

43 M4 se uréiti rovnice teény kruhu vedené
gz daného hodu P (2, u), lezicitho mimo kruh.
4%
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Soutadnice bodu dotyku A (& =) hledané tetny vyhovuji
rovnici kruhu, méme tudiZ: '
5'.’. + ,'72 —_ 7«2’ (1) "

kdez jest stied lkruhu poddtkem sou-
fadnic (obr. 34.). Rovnice teény kruhu
v bodd& jeho (&, ) jest: ‘

Ex+ny=rs
a jelikoZ ta tedna i bodem P (xy, #1)
probfhati mé, je: - Obraz 34.

Exy 4+ ‘.l/lk,: 2, (2)

ObdrZeli jsme takto dvé rovmice, jim# soufadnice nezna-
mého bodu dotyku vyhovovati musf. Prvd rovnice vyjidiuje
kruh, drubd p¥mku a spoletné jejich body jsou tudiz hledané
body dotyku. Jeliko# viak piimka (2) protind kruh (1) ve dvou
bodech, vysvitd, Ze z bodu P na kruh dvé tetny P4, PB
- sestrojiti mfZeme, a rovnice jejich obdrZime jako rovnice spoj-
nic bodu P s body dotyku. Pffmku (2), na niz lezi body do-
tyku teten bodu P, jmenujeme polara*) bodu P. Rovnice
jejt zcela se shoduje s rovnicf teény. BliZi-li se bod P ku
krihu, piibliZujf se i body dotyku teden z tohoto bodu na kruh
vedenych.  LeZf-li nynf bod P na kruhu, sjednot{ se polara
bodu P s tetnou bodu P. Rovnice (2) vyjadinje tudiZ bud
teénu hodu P, anebo polaru bodu P dle toho, lezi-li nebo
“mele#{-li bod P na kruhu.

7 tohoto spoleéného tvaru plyne i spoletnd vlastnost teény
bedu P potazmo polary bodu P, Ze stoji kolmo na spojuici
bodu P se stiedem kruhu. Jest totiZz smérnice od spojuice
OP negativnd  reciproks smérmce tangenty potaZno polary
bodu P. Tim dokdzéna je znimd vlastnost kruhu, #e ,tangenta
bodu P stoji kolmo na polomém téhoZ bodu.“

Kterak JSOll teény z bodu P sestrojiti, je z planimetrie
zne’uqo Kruh n‘ad OP primérem sefe dany kruh v bodech

). Jmenuje se té% tétivon dotyku teden bodu. P.
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dotyku A, B tefen vedenych z bodu P. Uvidime pozdsji,
Ze tato konstrukee plyne primo z rovnic (1) a (2).
Pro tedny rovnob&Zné s danou primkou
y=4d4x+4 b ‘
je tativa dotyku kolma na tuto piimku a probihd st¥edem da-
116ho kruhu: Rovnice (2) je v tomto piipads :
E+dn=0. @)
Pozndmlka. Mohli jsme i jinon cestou jiti. Rovnice piimley
jdouci bodem P (xy gn) -jes
V—yr=4 (& — ), ’
& ma-li byti teénou daného krulm, musi se rovnati jeji vzdilenost od
gtfedn krulm poloméru kruhu. Je-H tudiz jako diive poditek sou-

«  fadnic stfedu kruhm, je
- 4

TVIfa
Z této podminetné rovnice obdriime dvé hodnoty pro smél-

niei 4, které’ dosazeny byvée do rovnice hotejsi, uréuji rovnice obou
~ teden vedenych z bodu _P na dany -kruh. ‘ :

?

Normala bodu na kruhuw.

44. Normala bodu (2, y') na krubu je pimka vedend
timto bodem kolmo na tednu téhoZ bodu (obr. 83.). Smérnice
teény bodu (#'y ) na kruhu, jehoz je rovnice

24yt =,
! .
je - —1'37, tudiZ je rovnice normaly téhoZ bodu
y_yl:%(x_£l>’
1 i
aneb : L y= -i— x,

t. j.normala ¥ kaZzdého bodu kruhu IJIOblhEl stie-
dem tohoto kruhu.
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Dva kruhy.

45, Stfedy danfeh krubft X, K, oznaéime pismeny O
a C a polomé&ry jejich », potaZmo #,. Stanovime-li obojstiednu
0C za osu X a stfed O kinhu K za poéatek souradnic, jsou
rovnice téch kruhn (obr. 35)
K=a* + y:—r*=0, - )
‘ E=@—c)+y*—r*=0,
kdez je ¢= OC. Priseky tdch kruhfi jsou jejich spoleéné
body, t. j. soutadnice jejich vyhovujl soudasné rovnicim obou
kruh@. - Uréime tudiZ soufadnice t&ch prasekt Fefenim ohou
rovnic dle x a y. MiZeme viak pfi vypoéitdvini présekd
jednu z rovnic (1) nahraditi nékterou rovnici z nich odvozenou,
t. j. rovoicf (&l 16.):
a KE—-1K =0, 2)
kdeZ znaéf 4 uréity éiselny éfinitel, jelikoZ souiradnice priiseku
vyhovujici kazdé z rovnic (1) zvla&t, vyhovuji i rovnici (2).

Geometricky lze tuto rovnici snadng vyloZiti, nebof pife-
me-li misto K a K, piislu$né vyrazy z (1), obhdrzime jakoZto
rovnici (2) ve tvaru rozvinutém: ‘

=A@ 49 +2edz—[ =00 — )] =0, (3)
tudiZ opét rovnici kruhu, jenZ dle toho, co jsme pravé uve‘dli,
probihé priseky kruhit X a XK, a jeho# stied le#i na oboj-
stfedn& danych kruhi, jiZ jsme udinili osou X, ve vzdalenostl

¢
13
od potitkn soufadnic. Ze vSech téch kruhd, majicich spoleéné
priseky s K a XK, nejpffhodnéji upotiebiti mfZeme onen, jen?
odpovidd hodnoté 4 =1.

Vpripadé tomto je:

‘ K— K1—2cx——(7~-—¢1+c~)—0 Y]
t. j. obdrZime pifmku jdouei prhseky kruhft X i K, v konednu.
Pifmku tuto jmenujeme chordalu kruh®t XK i X, aneb
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i pfimku rovnych mocnosti téchto kruht, kterizto
vlastnost plyne z éldnku 39.  PiSeme-li totiZ:

K=k,
rovnici (4), obdriime za kterykoli bod P této pifmky (obr. 35)
PT=PT’,

t. j. mocnosti bodu 2 vzhledem na oba kruhy se rovnajf.
Posledni rovnici mizeme téZ psntl

PT=PT,
t. j. teény vedené z kteréhokoli bodu chordaly dvou kruhd na
tyto kruly majf toZ délku. Z 1ovmce (4), kterou muZeme
i psdti: P24 o —
z = -—————2 P ®)

plyne, Ze stoj{ chordala kolmo na obojsttednd obou kruld a %e
je vidy realnd, af se jiZ oba kruly sekou &li nie. Rovnice
(5) podivd soulasné i tsefkn prasekd, a pfl’sluéné poradny
uréfme, uvedeme-li hodnotu tuto do Jedné z rovnic (1) na pi.
do prvé. Ohdr#me takto:

y=+ V=g "‘—__-2—0\/40"7“3——(0 =% (6)

Oba priseky N, N, leZl tudiZz soumérné vzhledem k oboj-
stfedné, jiz jsme udinili oson X. Je-li vyraz pod odmocnitkem
kladny, jsou dv& realné hodnoty
pro y, t. j. priseky danych dvon
krahtt json realné. Tyto dva pri-
seky splyvajf v bod. jediny, t. j.
dané dva kruly se dotykajf, vovnd-li
se vyraz pod odmocnftkem nulle;
oba priseky jsou imaginarné, je-li
vyraz pod odmocnitkem zdporny.
Vyraz pod odmocnitkem vyjadiuje “Obraz 35.
Sestnictindsobny étverec plochy troj-
fihelnfku O ¢’ N, jehoZ strany jsou. e, », # (obr. 35.), nebo.
rovnd se 4 c*y% kdeZ ¢ je zékladna a y V)”élu’.l. tohoto troj-
fthelnfku, Ostatnd plyne toto i rozkladem vjrazu pod odmoc-
nitkem ve {initele, ¢mZ obdrifme:
2ey=xV(e+r+n) (ctr—r)(c—r+r)(—ctr +r,). ’

=,
[%
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" Dokud je tudf# trojuhelnik C'C‘ N realny, jsou i priiseky
realny. Vrcholy tohoto trojthelniku leZi na pifmce, t. j. plocha
trojahelniku rovnd se nulle, je-li soucet dvou stran roven strané
téet, 'V pifpadé tomto musi byti bud:

' C=r + Ty
nebo: - ¢=1(r—n)
V pripadé prvém dotykaji se kruhy zevnitf, v p¥fpads
druhém uvnit?, coZ je z planimetrie znimo.

46. Nyni mdzeme se navrdtiti k dikazu konstrukee uve-
dené ve ¢€l. 43. Rovnice polary bodn P byla:

P=fu +ny —r*=0,
a rovnice kruhu K= £* 49 — 2 =0.
" Rovnice '
KE-P=g+p—ué-—pnn=0,
vyJachuJe kruh (obr. 34.) jdouct priseky .4, B kruhu X s pifm-
kop P, Aviak rovnici tohoto kruhu miiZeme pséti

(g_"vl) ( ‘/,)2::731'""1-3/,2’

# &eho# jest patrna rovnice lnuhu, jehoz stied je

_— S ( 2° 2
& polomér 08 = Ve s
t. j. kruh tento je opsin nad primérem O P.

47. Dény-li jsou tfi kruly rovnicemi:
K =0, E,=0, K, =0,
a oznadime-li chordalu kruhtt K; a & pismenem Fj:, mime:
12 = -Kl K2 - 01
-Pza =K, -k, =0,
Pyy=K,—~K =0.
JelikoZ se rovnd souéet roviic téchto tif pifmek iden-
ticky nulle, je totiz
P+ Loy + PB,




plyne (&l 83. pozn.), Ze se chordaly t¥f kruhfi protinajf v jed-
nom bod&, jejZz jmenujeme bod rovnych mocnosti vzhle-
dem ku danym trem kruhtm.

Rovnice kruhu v soutradnicich polarnyeh.

48. Bod O v roving daného kruhu udifime polem a
pifmku O X polarnou osou soustavy polarné. BudteZ déle
o, « soufadnice stfedu kruhu C (obr. 36.), Jehoa polomél pis-
menem- ¢ oznadime. :

Budiz P 11bovolny bod na obvodé lnuhu, a somadmce
jeho 7, @.

7 trojuhelntku O C P plyne:
0P=0P+00*—2.0P.0Cc0s(COP)

A a*=7*+0*— 270 cos(a— @)

Sporddame-li rovnici tuto dle mocnosti velidiny r, je:

¥t — 207 cos (— @)+ (e* —a®) =0, (1)
hledand rovnice kruhu v soufadnicich polamych

Rovnice ta jest vzhledem k » stup-
né druhého, t. j. kaZdd prfmka jdouct
polem O protmé kruh ve dvou bodech
P, P'. Hodnoty provoditd #,, r, téchto
bodit obdrzime jako kofeny rovnice (1).
Soutin provodith prisekd je: g ‘
' 1y =0P.0F =9 — a® Obraz 36.
tudiz veliGina stild, nezdvisld na sméru
@, jimz jsme primku sestrojili, a je vZdy realnd. Tento stily
soudin je mocnost polu O vzhledem k danému kruhu (¢l 89.),
a je kladny pro ¢ > a, zdporny pro o < a. Mocnost ta rovné
se nulle pro ¢ =a, v kterémito pfipadé rovnid se jeden pro-
vodi¢ jednoho priseku bud », bud #, nulle. Pro tuto polohu
polu znt roynice kruhu,

r=2gcos (a‘- P). ‘ (2)
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Lezf-Ii pol soufadnic ve stfedu kruhu, je ¢ =0, a rov-
nice kruhu (1) je.v tomto piipadé: =
r=a, .
jejiz geometricky vyklad se shoduje s vymérem kruhu danym
ve ¢l 36.

Vratme se op&t ku rovnici (1)1 vySetime, kdy jsou pri-
seky P, P/ pifmky O P s kruhem realné. ReSime-li rovnici
(1) dle », obdrZime:
' r=g0cos (e — @)+ \Va®—g?sin? (« — ).

Provodi¢i #,, 7, jsou potud realny, dokud je

a> g sin (@ — @),
a jelikoZ je vzddlenost stiedu od primky O F rovna:
CN=d=g9sin(e— ),
pravi nédm podminka realnosti a > d, %e piimka O P tenkrite
kruh ve dvou realnfch bodech sele, je-li jeji vzddlenost od
gtfedn kruhu mendi, neZ je polomér toho krubu (&. 41.).

Je-li X
t. J. Ca=d=gsin(e—),
je: o cos(x—)=0T=\p*—a%

Pfimka OP je v plipadé tomto teéna. Polarné dhly
bodt dotyku plynou z rovnice:
' a* — @%sm® (¢ —.¢) =0,
kterou miizeme i psati: :
- e+ osin(a— @) [a—psm(a— )] = 0.
Miize bfti bud:
 sin(p — o) = 2 nebo sin (¢ — @) =—.
@ 0
Je-li B thel, jehoZ sinus je —g—, obdrzime z prvé rovnice
' p=a-+p,
a z rovnice druhé plyne ¢ = — B,
vysledek to dobfe znimy z planimetrie, pravit nim, Ze ,stfed

krohu leif na pifmce, kterd pili dhel teden 0. Uhel obou
teen rovnd se 2 8.




49. Uvedeme dvé tulohy, které jeSté vice objasni upo-
tfebeni soufadnic polarnych.

I. Stfedy tétiv kruhu vedenych z nékterého bodu O leZf
na kruhu, ktery probfhd timto bodem O, stiedem € daného
kruhu, jakoZ i body dotykw 7, T' tefem, vedenfch z bodu
O na dany kruh. ‘

Zvolme dany bod za pol sou-
fadnic polarnych. Je-li N stied
tétivy P P’ (obr. 37.), je:

7

ON=— oP -12— 0 P'

Z rovnice kruhu (1) ‘plyne

=
0—--—-—-——PJ'2' °r = e s («—g),
tudiz je « Obraz 37.
O.N—T"'QL’OS((X——q)),

t. j. misto bodu IV je kruh, jenZ jde polem soufadnic a jehoZ

stfed ¢’ je od polu vzdilen o délku % Ze tento krul pro-

bihd body dotyku tefen z polu na kruh vedenych, vysvitd jiz
tim, Ze se v bodu dotyku 7' splyvaji oba priiseky P a P
s bodem .

II. Narysujme na pnmkach jdoucich polem body 0, by _

bylo®) | 1 1
- R op T opP, (1)~
00'~ 2
a hledejme misto téch bOdi’l Z rovnice krubu (1) plyne:
1 .1 1 r,-{—o,, 29(:03(05—9))
0P+ 0P~ oy T i T oo ;

* 0 takovém bod& Q' pravime, Ze je harmonicky sdruien s bodem O
vzhledem lku bodiim P, P, Sta¥i Rekové jmenovali totiz veliginu
OPH-0OP':20P.0P harmonickjm primdrem velitin OP a
oPr. Srovn ¢l. 7. II. Rovnice (1) plyne z podminky

PO:PO=—PO:P 0,
tim se poméry bodt O a O li& pouze znaménkem.
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1" ocos(e—q)

tudiz je: 00 ot =
. aneb: 00 cos(a—qﬂ—@-;a‘.
Stanovime-li nyni:
9“““‘ ?)(‘)?(;12_0@:6’

miZeme veliéinu b snadno narysovati.

Je-li O mimo kruh, je & primét O @ tetny O T na pro-
vodig stfedu kruhu. PiSeme-li konetnd za provodié 0 0'=r,
je Jcos(u—¢)ib
co# znadi pifmku kolmou na spojnici O C, jejiz vzddlenost od
polu O rovnd se b. Ze je ta pitmka polaroun polu vzhledem
ku kruhu (€l 43.), vysvitd z toho, Ze je O O'= O T, splynou-li
prisseky P, P’ pifmky 0 O’ s kluhem v bod jediny 7. Z toho
plyne, Ze je polara bodu O misto harmonicky sdruZenjch bodd
0' s bodem O vzhledem ku prisekim jejich spojnic O OF
§ danym kruhem.

—_—

0 ellipse.

50. Geometrické misto viech bodd, jejichz
~sontet vzddlenostf od dvou pevnyech bodi méri
stélon délku 2a, jmenuje se ellipsa.

Jsou-li: I a. F' zminéné pevné body, tu plati pro kaZdy
bod P ellipsy rovnice ,
‘ FP+F P=2a. D)

Pevyné body F, F' jmenujeme ohniska ellipsy a vzdi-
lenosti bodu P ellipsy od ohnisek slovou jeho provodite
(radii vectores). VzdAlenost obou ohnisek budiZ 2e a za pii-
éinou FP4+F P>FF je a>e Déku e t. j. vzdile-
nost ohmiska od stiedu ellipsy JmenuJeme jejt délkovou vy-
stfedndst.:
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Z yyméru ellipsy plyne, e sestrojime-li -z ohnisek dva
kruhy, jejichz soulet polomérii rovnd se stilé délce 2 a, jsou
priseky téchto kruh®i body

ellipsy. Hledejme nyni body
ellipsy, je? le#l na spojnici
ohnisek. Ze soumérnosti kon-
strukce vzhledem k bodiim
F a F' je takych bodh dve,
totiz A4, B, pro které platf
FA=F'B a F''A=TRB,
Vzdilenost téchto bodd rovna Obraz 38.
se soudtu jejich vzddlenosti
od jednoho ohniska, tedy 2 @, nebo je:
FA+FB=FA4+T'4d=2a
~ Oznacéime-li stfed délky B4 pismenem O, je
BO=04=ua.
Ze je bod O stredem vzdalenosm ohnisek, vyplyvd jiZ z kon-
strukce ‘samé.*)

Dalif vyznaéné body elhpsy JSOLL body 0, D, které lezi
na kolmici vztjtené v bod& O na spojnici’ F“F majit od
ohnisek rovnou vzdédlenost, totiz a. Body 4, 13, C, D jsou
vrcholy ellipsy, spojnice vrchold 4, K, na ni# leZi ohniska,
jmenujeme hlavnf & velk4d osa a spojnice obou ostalfch
vrcholit €, D slove vedlejdi & mald 0sa ellipsy, Prusek
jejich 0 je stfed elhpsy :

Rovnice ellipsy.

51. Hledme nynf onu vlasthost, jiZ jsme ellipsu vymgfili,
analyticky vyjadfiti rovnici. Za osy soufadnic s prospéchem
zvoliti mfiZeme osy ellipsy a jeji stfed za poditek soufadnic.

BudiZz P libovolny bod ellipsy, a soutadnice jeho: -

a=0M, y=MP.
*) Téz odedtenim stejnyeh délek FPA—2e¢e=FB-—~2¢ od stej-
nych délek BO=0 4. ‘



Provodite toho bodu snadno vyjédfime pomoci jeho soufadnic
(obr. 38.); jest
FP=(0F - 0M)? +M.P~—(6—-.I,) + 74 ©
FP=F0+0M?2+ MNP = (c+ z)*+y2
Dosgdime-li nynt hodnoty pro F'P a . F' P do rovnice (1),
#mZ vyjadifme, Ze bod P leZf na ellipse, obdrZfme
Vie—22+y2+ Vet +y*=2aq, (3)
aneb uéinivie tuto roviiei racionalnou, mdme:
(a®— e%) 2*+ a® y3F a® (a* — ¢%).
Jest viak a > e, tedy je a®—e* velidina kladnd. Vy-

znam geometricky plyne ihned z pravothelného trojahelniku
OCPF. Znadf-li b delku vedlej&f poloosy O C ellipsy, je

, b= a?— %
Uvedeme-li nynf tuto hodnotu do hotejif rovnice, obdrZime
) b* z* +a2J~-a b2 4)
kteronito rovnici t6% miZeme psiti

(7) + (‘Z‘) =1 | (49

Rovnici tuto jmenujeme osovou rovnici ellipsy.

Ulohy. 1. Osy ellipsy a2t 4y*=4 jsou a=2, b=1
a vystiednost ¢=V3. _

2. Déna-li ellipsa rovnief 2a2+48y2=12, dé&lme tuto diive 12,
nate’ obdriime dle vovnice (4) a=V8, b=2, e=V2. Ostatnd
jsme mohli rovnici ellipsy zndsobiti &initelem 2, &m2 bychom ji ilned
svedli na tvar (4).

Pozudmla, Takovy spoleény &initel, jim3 rovnice ellipsy byla
zkricena, mizeme opét snadné urditi, BudiZ 2 zmindny &initel, jens
svede rovnici ellipsy matnyr=yp, kdez m, n a p jsou tisla po-

*  gitivnd, na tvar (3), najdeme z podminky
‘ : im. An=121p,
# ¢eho# ihned plyne. . . »

man
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Rozbor rovnice ellipsy.
52. Re&ime-li rovnici ellipsy dle g, obdriime
b
y=+ lvaTa ©)

z &ehoZ plyne, Ze pro vSechny hodnoty z, leifcf mezi —a
i +a, obdrzi y dvé realné hodnoty lidfcf se pouze znaménkem,
t. j. ellipsa rozprostird se soumérné po obou stranich osy X,

Podobné obdrZime TeSenfm rovnice (4) dle w« pro viechny

hodnoty y leZfei mezi —& a +& dvé realné hodnoty pro z,
jez se lidf pouze znaménkem, t.j. ellipsa*®) je soumdrna vzhle-
dem k ose Y.

Osy ellipsy, jez jsme zvolili za osy souradnic, &tvrti -

ellipsu (obr. 38.).

Body 4, B, v nichz osa tsedek. ellipsu protind, maji
‘nejvétdi moznou tsedku, podobné maji priseky ellipsy s osou
potaden €, D nejvétdf moZnou poradnu. Ellipsa leZf proto
cele uvnitt rovnobéZniku G"H K L, jehoZ strany probfhaji hody
4, B, €, D a jsou rovnob8zny s osami soufadnie.

53. Osovi rovnice ellipsy obsahuje pouze étverce sou-
fadnic «, y, z &ehoZ plyne, Ze jsou-li z, y soufadnice libo-
volného bodu P na ellipse, vyhovujf i souradnice — &, —y
rovnici ellipsy, je tedy na ellipse bod P,, jehoZ soutadnice
jsou sice tak veliky, jako jsou soufadnice bodu P, aviak jsou
opaéného znaménka. Ze shodnosti (obr. 88.) pravodhlyeh troj-
. tihelnikk O M P, O M' P, plyne, 2¢ P,0=0P=1LP,P, t.j.
kazdd tétiva jdoucf poditkem soufadnic pilf se timto bodem jenz
je proto stiedem ellipsy, jak jsme jiz diive (€l 51.) byh vytkli,**)

*) Ze vyménlivosti provodiéd v konstrukei plyne jiz soumérnost vzhle-
dem k ose ¥ a jelikor provésti lze konstrukei po obou strandch
spojnice ohuisek, patrna JL soumérnost i vzhledem k ose X, Viz
obraz 38.

**) Vysledky élauku 52., 53. plynou bezprosttedné -z rovnice (3), z ni%

x| y?

" “je patrno, Ze je Y i e mendi a nejvyde r_ovno’-je'dnptc’e.‘,Obdrii-li
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Vzdalenost bodu ellipsy od poéitku soufadnic je

0P=\Va*+y%
nebo dosadivie. hodnotu za y* z rovnice ellipsy, obdrZime:

————
Y/, L et =D
P:\ L o @

7 vyrazu tohoto plyne, Ze jé vzdalenost tato tim v&td,

¢m vétéi je tsetka bodu P. Body A4, B majici nejvétif asetku
x=+14q,

jsou nerIce od stfedu vzddleny, totiZ o délku @; vzddlenost
bodl €, D od stfedu je nejmensf, totiZ &, nebo jim piisludi
nejmensi usetka x=0. Z toho plyne d'tle Ze je velkda osa
A'B nejvéty a mald osa CD nejmens tétwa ellipsy jdouci
jejim stiedem. - ‘ ‘

Poloha bodu vzhledem k ellipse.

54. Stanovme nynl podmmku z niZ bychom seznali,
le2t-li bod, danj soufadnicemi Svymi, na ellipse, uvniti elhpsy
nebo mimo elhpsu danou roynici osovou.

Lezi-li bod P (z, 4)
na ellipse, je

LA A
ﬁ"—bg ‘;—0.

Mysleme st nynf, e
bychom bod P poginuli
mimo ellipsu do polohy P,
ve sméru O P. Soufad-
nice z,, % bodu P, jsou ‘
nynf vetdi ne# 'soufadnice bodu P, tudiZ je

1/1

~'Ohraz 89.

« nejvétsi moZnon hodnotu je J—O a naopak. Dalsi plyne ze
sonasné platnosti rovnic co

CEH(EY = oz (—w)=+(%y/)==wz+y2.
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Podobné jsou soufadnice z,, y, bodu P, uvniti ellipsy -

na spojnici O P menéi nez souf'adnice bodu P, tim plati

10, .

6) Z)‘
M fizeme tudf Flei, je-li

STz
artpEp- 120

lezf bod (2, ¥) mimo ellipsu, na ellipse neb :uvnitf' ellipsy.
Déna-li jsou ohniska ellipsy a jeji hlavni osa, plyne ji¥
z vyméru ellipsy, Ze bod P le#f mimo ellipsu, na ellipse neb
uvnitt ellipsy, je-li
FP+FPZ2a.

Provodiée bodu ellipsy, jeji Fiditelky a ._parametr.

85. Provodite bodu ellipsy najdeme, odetteme-li rovnice
(2), pidice k vili kritkosti FP=# I P=w; obdriime
takto Pt gt — Ao
Délime-1i rovnici tuto rovnicf (1), obhdriime
€

F—y = —

.

=

1

z kteréZto vovnice ve spojeni s rvovanief (1) plynou, seltenim .

.a odeftenim, vyrazy pro provodite*) », r, totiZ:

o o
rEa— |

_ ex (©)
*=a +,—(7'

PiSeme-li nynf
r=FP=2 (% _ a:),

*) Z rovnic (6) plyne, Ze ohmiska ellipsy maji tu vlastnost, Ze vzdd-
lenosti jejich od libovolného boda na ellipse, vyjadriti miZeme
racionalng pomoci fisecky tohoto bodu. Vlastnost tato phisludi jeding
olmigk@m a slonfiti miize tim i #n vymor ohnisek. '

Zahradnik. Annlytickd geometrie. B
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obdrzime, sestrojivie kolmice D &, D'G’ (obr. 39.) na osu X
Ye vzddlenosti 0D=0D = a*

od -poditku souradnic, a spustivie PN _I_ D a,
& 2=0D-0M=MD=PN,

TP e
Podobné bychom z druhé z rovnic (6) urtili
P e -
PN W @

Piimky D &, D' ¢/ jmenujeme Fiditelky (directrices)
ellipsy, z nichz kazdd je pfidruZena ohnisku bliZ§imu. Vzdile-
nosti bodft ellipsy od ohniska a prdrazené ¥iditelky jsou ve
stdlém poméru mendim neZ 1.

Podil »:» znatime obyéejné & a jmenujeme &iselnd vy-

stfednost elhpsy

56. 7 pofaden bodd elipsy vyznatna je pofadna, kterd
mé patu v ohnisku. Dosadime-li tudiZ do rovnice (5)
r=te=+Var—5

D
2

‘ b
bude ] y= i ""'—1
4§ FR=FS=+2 rr=rg= f’b.

- Téttva ellipsy jdouci ohniskem kolmo na hlavni osu jme-
nuje se parametr ellipsy a délka jeho rovnd se dvojndsobné

2

. . .y h .
pofadné v ohmnisku (obr. 89.), toti# 2 " nebo 2, kladouce,

ja,k'jest ohydejent : p=" 7)2

" Jest tudiZ parametr tioti cremnetudm tmérna mezi malon a
velkou osou ellipsy.
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Nékterd sestrojeni ellipsy.

37. 7 vovnice ellipsy (3), kterou mbzeme psati
A
T at
obdrime, poloZivie BM=a+2, Md=a—x (obr. 40.)
P
BIM.MA ™ g ,
z CehoZ vysvitd, Ze tverec
poradny je v stdlém po-
méru k soucinn fisekd,
jeZz tato &ni pa hlavni ose.

Opigeme-1i nyni nad pra-
mérem B4 kruh K., plati
(€L ?\Sl ’ ' Obraz 40.

MP'=BM.MA,
coZ vloZeno do horni rovnice, ddvd
MP _ '/)
BT M
t. j.: ,OpiSeme-li nad velkou osou elhpsy jakoZto 1)1‘umé1em
kruh K“, json pofadny ellipsy a pofadny kruhu prislugné k téZe
usetee v stilém poméru.®

Z vysledku tohoto plyne, Ze miZeme z daného kruhu K,
. sestrojiti ellipsu, zkrz’itime—li jeho poradny v daném poméru
. D .
Piseme-1i =8 g, je MP=DLP, .cose, t. j. oto-
21
¢ime-li kruh XK, okolo osy B.A o dhel ¢, a promitneme-li
jei pak kolmo do diiv&j&i roviny, obdrZime priwmét: ellipsu.
Vlastnosti- této, totiZ Ze miZeme povaZovati ellipsu za primét
kruhu, lze vyhodnd pii odvozovani i dokazovini mnohych vlast-
nosti ellipsy upotl'ehiti.

, h I
Zminéné zkraceni poradny v poméru ’ provedeme pomoct

druhého soustfedného kruhn XK, o poloméru . Spojnice }W
sefe kruh K v bodé P,. Rovnobézka. P, 7’ ku 0 A sele po-

5k
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fadnu bodu 7, na K, v piisluiném bodé ellipsy 7, nebo sou-

Fadnice tohoto bodu:
2=0M=0D cose=acosc, .
y=MP=0P,sina=">sine, ®)
vyhovujf rovnici ellipsy, jest' '
@ ALE _
(—)—1—(1 = cos* oc—{-smoc._l.

a

Tého? vysledkun Dbychom ilmed nabyli, kdybychom byli
psali v vovuici (7) M P, = asine; ddlsi zdvérky na konstrukei
neli§f se od piedchdzejiciho. ‘

IL. Smyka-li se pifmka stalé
délky RS po ramenou pravého
hlu X O0Y, opisuje libovolny, .
aviak pevny bod P této primky s

" pri tomto pohybu ellipsu, jejiz osy N
rovnajf se dsekfw, ve které pevny
bod stilon délku d&li (obr. 41.).

Je-li Obraz 41.
RP=1, PS=u, {SRO—cp, ,
mime. OM=NP=a=acosep, MP=y="Ubsing,

¢im i1 konstrukee dol\ayana

Ucinime-i PS,=PS=ua, je thuhelnll\ PRI rovno-
ramenny [CSPN=¥ PR R=¢], tudiz R P=PR=1,
a 8, Ry=0a—0b, z tehoi plyne: Smykd-li se stald délka R, S,,
~ kterd se rovnd rozdiln os ‘ellipsy, po ramenou pravého dhlu,
opisuje kazdy bod P nalezajici se na jejim prodlouZeni ellipsu.
Jak tfeba délkn P R, uvaZiti, bychom oba pfipady na
jednow vyjddriti mohli? Jak souvis{ tato sestrojeni piimo
s kontruke{ prvou? Udlinime-li v obrazefeh 40. a 41.
FYAOP, =O0ORS, je 8§, Pj OPFP atd

58. Konstrukee na zakladé souttu a rozdiln os vhodnd
se dd upotfebiti pri wechanickém vytvoreni ellipsy z dangch
os (elliptické kruZidlo). Na zikladé vémérné vlastuosti ellipsy




plyne téZ jednoduché mechanické narysovani ellipsy. Nit dané
délky 2 a piipevnime v pevnych bodech ¥, F'. Pohybuje-li
se nynf tuzka, drZic. stdle napjatou nit, opisuje ellipsu, jeiiz
ohniska jsou body 7, ' a délka ]ep velké osy rovnd se délce
napjaté 111t1 ; : o ol

Ellipsa a primka.

59. Mdme-li m'éiti priseky ellipsy, dané rovnicf. -

b 2 4 a y* = ur b® Y
s pumkou Jepz je rovnice
y=dz + mF (2)

tfeba wviziti,  Ze priseky jsouce spolednymi body ;ely'lipsy
i pfimky maji souradnice, které ob&ma rovnicim soudasné vy-
hovuji.

Na zakhdé toho mdzeme, predpoklidajice za = a y
v obou rovmicich tutéZ hodnotu, fefenim danfch rovnic. dle
2 a y soufadnice priseku vypoéisti. Dosadime-li hodnotu 22
y zrovnice (2) do rovnice (1), obdrifme
(@A A 2wt Ax = a® (B2 — nd).
‘Rovnice tato je vzhledem ku 'z kvachatlcka obdmme
tudiZ Tefenim dvé dsecky, totiZ
_—wudtadVa AP0 e o
- Cat A 402 o @)

a pisludné pofadny
b"n-i-abxi\ a® A4 b2 — N
y= Ly (%)
a*A*+ b . .
podiva rovnice (2).
Realnost obou prasekti. visi na realnosti veli¢iny korenové.
Dle toho, je-li a®A?+ b‘=>n2
jsou oba priseky realné neb mmgmmné

*) 'V rovnici piimky p]éeme n pro nsek na ose Y J(‘I]kOd adc b znaa
jiz délku malé poloosy. d
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Oba priseky splyvaji v jeden, je-li
a* A+ b = n?,
v kterémzto piipadé se dotykd pﬂmka (2) ellipsy (1).
Pozuimka. Je-li e thel, jejz piimka (2) uzavird s osou X,

jo A=tge, a tudiz miZeme podminku dotylu a2.d?+ 02=nt
psiti

a?(sec?e + 1)+ 02=mn2 -

Y
aneb
at= (£ cos )® + (n cos &)% (5) \j’ka 5
Jest viak (obr. 42)) L L ’
/ 3 JV
ecose =@ N, ,,/; e,

P”,' 0 - \\
t. jo primét délky OZ' ua N
teénu, podobné je

0 Q=08 cos e =ncos e, .
a tudiz mZeme DLorni rovnici S~ .
psdtl Obraz 42.
w=MNN* +0N =0N?

‘t. j, O N=q. Pata N kolmice, s ohniska na tefnu ellipsy spusténé,
vzddlena je od stledu ellipsy o délku stilon a, t. j. leZi na lkruhu
Ko, jenz jest tudiZ mistem pat kolmic s ohniska na tedny ellipsy
spusténgeh, Primka (2) dotjka se tedy ellipsy, lezi-li praimét N
ohniska ellipsy F (neb i F*) na tu piimku na krohu Ale, Lezi-li

. primé#t N uvnitt kruhu nebo mimo krub Ka, potom sede piimka
ellipsu ve dvou bodech realnfch nebo jde mimo ellipsu, coz doldZeme,
vyménivée v rovuici (8) znaménko rovnosti znaménkem >, potaimo <.

by
b4

Uloha, Ifterd z phimek
y=x+9 y=24VE y=—a+3
protum ellipsu 22 + 4 y2=4 v bodech realnfch? Dotfli se jedna

z tdch piimek ellipsy? V plripadd, Ze ano, které json soufaduice
bodu dotyku?

Seéna, teéna, normala.

60. Pravili jsme dfive (€l. 42. a 59.), Ze mbZeme tefnu
povaZovati jako. seénu, jejiz oba priseky splyvaji v bod jediny.
Na zikladé toho miZeme i rovnici teény v daném bod€ £/ (2’ ¥)
na ellipse urditi. Sestrojme zprvu bodem ' kteroukoli seénu
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(obr. 42.), kterd protind ellipsu mimo v bods P jedts-v daliim
bod& P (x'y'). TRovnice spojnice dvou bodh 7¥, P je

LY 7/”
Y — 1 i i/
y=y= z').
— gl
Smérnici Z/—M—Q/T/
: at—
vyjidfime nyn{ z podminky, Ze body I, P“ lezi na elllpse
Plati tudii b x/" + ((: y 12— a* b~ ’

(1)

Dra? 4 oyt = at
Odedétenfm obow rovnic obdriime
0% (&' — &%) 4 a® (y'* — y"'*) = 0,
z kteréZto rovnice vypofteme, rozloZivie rozdily Etverch ve
éinitele_ y — oy L b (2 + ')
e A TENT0) |
Jest tudiZ rovnice primky, spojujici dva body P, P,
~ellipsy ‘ b (' +"L‘”)
. WY — gyl = — R L R .
Y Y @ (?// + ?///) (‘E x) (2)
Predstavme si nyni, Ze se bod I stéle pfiblizuje bodu
P, tu piiblizuje se seéna I P k urdité poloze mezni, k teéné
bodu 7. s niZ se sjednotf, splyne-li hod P s bodem 7. Toto
splynuti vyjadfime tim, Ze v hornf rovnici piSeme

.'L'” - xl‘ ,!/II — yln
&mZ prejde roviice seény (2) v rovnici tedny
8 ol '

] : ) : .
y—y=— aty (z — «’7/")- - (8)

Znisobime-li jmenovatelem, miZeme vzhledem k rovnici
(1) psdti rovnici tetny (3): -
ax Yy _
hagyrrad =1, 4
Sy @
Poznimka, Na zdkladd ¢l. 68. mAzeme rovnici tecny ellipsy
v bodé P (a, %) ndsledovnd vyvinouti. JelikoZ pifmka probfhd bo-
dem P, platf y'=Aa' 4+ n, a jakoito tefna vyhovuje podmince
@2 A2 L D2==n%  Z téchto dvou rovnic mizeme uriti veliCiny 4, =,



' 8im% je i tedna uréena.- Je- li urditi tedna, jejf# smérnice je 4, tu
jeer o ne=+Var AT 02,
a tudi% rovnice hledané teZny
y=da+ Var L2702
Mizeme tedy sestrojiti dvé tedny ellipsy rovnobézné s danou pifmkou,

61, Normala bodu P ell'ipsy je primka jdouei timze
bodem kolmo na jeho teénu. Tim je smérnice normaly

BT

5 (2 — ). (5)

a rovnice jeji je y—y' =

62. Telna vedend z daného bodu na e111p5u
Rovnice primky jdouci bodem P (z'y’) je

y—y'=Ad@—2') aneh y=daz+ ' —dz). (6)
JelikoZ piimka tato ma byti teénou ellipsy, uréime JeJi
- smérnici. 41 z podminky dotyku (¢l. 58.), kladouce vnf za = °
n=y' — 4,
tedy z rovnice a* A2 4 0 = (y' — 4 &)™
JelikoZ je tato rovnice vzhledem k smérnici . kvacha-
tickd, nabudeme tim dvou hodnot pro A, totiz

— 2y +\ B L eyt — ot
a® L’" . (/)

Mflzeme tedy z bodu (z'#') dvé teCny na ellipsu sestro-
Jiti, jeZ jsou realné neb imaginarné dle toho, je-li
"x’“+a~J~—aﬁb2> 0,
t. j. lezi-li bod (2'y') mimo ellipsu neb uvnit ellipsy (&l 54.),
Je-li b*ax?+ a®y'* — a? b2 =0,
splyvaji obé tetny v jednu, t.j.lezi-li hod P (2, y") na ellipse,

miiZeme jim pouze jedinon tednu vésti. Dosadfme-li hodnotu
73 smérnici v piipadé tomto’ '

A= 2y b
; L= T T = T
oo at— 't aty

11:




rd

.__‘3_’

do rovifice (6), ohdrime znimou jiZ rovnici (4) tedny bodu
(' ") na ellipse.

63. Uhel 0 obou tefen z bodu I (2, 4) na ellipsu

vedenych obdrZime pomoci rovnice (1), &l. 84, Pidme zkritka
A=Vard + by’ —a? b2,

nadeZ mdme Ay — A = _n__A_"
. i a® — 't
a4 b2 — it i
14 dy = CF O 2y
( —_— ‘L 2 3

kdeZ jsme spolednym Cinitelem (a* — %) zkratili, tudiz je
{obr. 43.)

— 240 X
tgd\_x’“—i—y’*— a? — B ()
Vyhovuji-li soufadnice bodu P roynici
@byt = et by,
t. j. leZi-li bod P na kruln
opsaném ~ze stredu ellipsy
polomérem d
Va2,
jsou jeho tedny navzdijem kol-
my, coZ mizZeme ndsledovng
vyjadtiti: ,Otadi-li se pravy
uhel tak, Ze ramena jeho stale. %
se ellipsy dotykaji, opisuje N o
vrchol jeho kruh soustiedny
s ellipsou majici polomér

0G=\a1%¢

3
‘ < A
4
P
<t

‘Obraz 48.

64. Soutadnice boddt dotyku teten bodu P uréfme bud
dle €L 5Y9., bud rychleji ndsledujici dvahou. BudiZ (z,, %)
hledany bod dotyku teény jdouci bodem (x, '), je tudfZ:

o'z 4@ty y=at by ()
& jelikoZ bod dotyku je bod ellipsy, plati ‘
b? ot atyt=at 0%
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Regenfm obou rovni¢ dle 2, a y obdrime ‘soumdnice
bodt dotyku obou teden z bodu (2'z‘) na ellipsu vedenych.

Poznéimka. Povaiujeme-li @, 9, za souiadnice bedu pro-
méulivého, vyjadiuje rovnice (9) piimkn, a jelilkoZ soufadnice bodd
dotykn teten z bodu (2'y*) na ellipsu vedenyeh ji vyhovuji, probiha
piimka tato body dotyku, zaleZ se i dast&ji tétiva dotyku zove.

. . B 3

Uloha. Déna je ellipsa 2224 892=12 a na nf bod <—V—’z:’ 1)-
Rovnice teény tohoto bodn je aV2+4y==4. Priivodite jeho ‘

B B
Necht se urdf rovnice tegen vedenych z bodu (5,3) na cllipsu, ktery
je thel tdchto teden, které json soutaduice bodd dotyku? Jak je
vzdalena spojnice boddl dotyku od stteda ellipsy?

Délka tangenty, subtangenty, normaly a subnormaly.

65. Budiz 7 prisek
tedny bodu P ellipsy s osou
-+ X a N prisek normaly tého
bodu s osou wsetek. Délku
PT jmenujeme délku tan-
genty, délkun PN délkn
normaly bodu P (obr. 44.)
Priimét tangenty P 1' na osn .
useéek, totiz M T, jmenu- Obraz 44.
jeme. subtangentu S; a ‘
podobné primét M N normaly bodu P na osu uselek Jmenu-
jeme subnormalu S, téhoz bodu.

Teliko? je MT=01T1T- 0M, plyne, Ze piSeme-li % =0

v rovnici telny o B2 g
g/"?/I: EL“" I( ‘Tl)a
-jest rozdil z—2'=0 T—0M délka subtangenty S;,
t J. ‘ a*y'*  a¥ — 2
St = b'-".‘]]’ = p

Zcela obdobné poddva rozdil Gsefek & — ' v vovnici
normaly bodu (' y) ellipsy, totiZ
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2 I
= =BT,
dosadime-li vnf =0, a zkrdtime-li pofadnou y'y délku sub-
normaly S, ‘ S, = — b“a :
nebot je 2—2=0N—-0M=~-NM=MN.
- Znajfce Sy, S., snadné vypoditdme délku tanoenty a nor-
maly Pythagorovou vétou z pravouhlych trojfihelntkd
PMT a PMN.
Subtangenta ellipsy nevis{ na velikosti malé osy, nebot
se b ve virazn pro S, nevyskytuje. Body kruhu XK., . jakozto
ellipsy, jejiz & =a, majf tudiZ p¥i téZe tsedce tuz subtmﬂen’tu.

4

Uhly teény s provodiéik bodu dotyku a sestrojent teény.

66. Z vlastnosti, kterd z vyméru ellipsy odvozena byla,
plyne: ,Soumérné body jednoho ohniska vzhledem
k teéndm ellipsy lez{ na kr uhu Jehoz stied je druhé
ohnisko a polomér roven ve-
liké ose 2a.®

Jest totiz FN=N@ X
(obr. 45.), nisledkem &ehoz
a ze shodnosti pravodhlych ]
trojihelntkt F PN, G PN / F—"la,

je XFPN=%GPN k\
Bod @& le# tudiz na pro- =
dlouZeném provoditi I P o
délku PG =PF, tim je ~ Obraz 45.

F'G=2a velitina stdld.
Z tohoto ditkazn uvedené vlastnosti ellipsy plyne soutasné
XFPN=¥IFPH,
jelikoZ ge oba rovnajf L NP @, t.j. tedna uzavird s pro-
vodidi bodu dotyku vovné thly, nebo jinymi slovy:
»Tedna ellipsy v bodé P plli Ghel, jejZ uzavird jeden provodié
tohoto bodu s prodlouZenym provodidem drubym.*




Kterak dokdzeme tuto vlastnost berouce v poet smérnici
tetny bodu P, jakoZ i smérnice jeho provodiéh I P, F' P?

Z uvedené vlastnosti plyne sestrojeni teény bodu P ellipsy,
zndme-li jeji ohniska. ProdlouZime F' P do bodu G' o délku
PT 2 kolmice z hodu P na I'G je hledani tetna.

7 toloto sestrojenf mfizeme nynf pomoei vlastnosti ohnisek,
uvedené na podatku tohoto, fldinku, odvoditi sestrojeni teény
z bodu L na ellipsu. Uréfine totiz soumérny bod & ohniska
F vzhledem k hledané tetnd L P. Bod @ le#i na kruhu
opsaném z olmiska Z" polomérem 2 a, ddle lezi té% na kruhu
opsaném z bodu L ‘polomérem I F, (jest totiz LN | F@&,
FN=NG, tudiz LF=LG) '

Obdrzime takto dva body &, G jako priiseky obou kruhfi,
tim i dvé teény, které sestrojime spustivie's bodu L kolmice na
FG o FG. Body dotyku jsou priseky spojnic ¥ &, F* G
s ellipson. Dle toho jsou-li body G, G’ realné neb imaginarné,
jsou obé teny realué neb imaginarné. V pifpads, Ze hody
tyto splyvaji vjeden, obdriime tednu jedinou, t. j. bod L leii
na ellipse. (Viz &l 62.).

Pozndmka. Tetny z bodu P na ellipst suadno sestrojiti mfi-
zeme, povazujice ellipsu zn
pravouhelny primét krohu K.
Sestrojime (obr. 46.) piisludny
bod P, v roving kruhu, kte-
rou si myslime otodenou do
roviny ellipsy. Sestrojme PO
do prisckn @ s -velkou osou,
nadeZ vedeme @ H, jez pro-
tind pofadnu bodu P v hleda-
ném bod& P. Jest totiz (¢l. 57.)
MP:MPA=0C:0H=D0h:a,
Sestrojime nym v bodu P, . ‘ :
teény na K, jei protinaji osu Obraz 46,
“fisetek v bodech T, Ty, Spoj- '
nice PI, PI) jsou hledané tedny.*)

*) Stovnej kenec ¢l. 65.
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Priméry ellipsy.

67. Stiedy rovnob&inyeh tétiy ellips‘y le?f na primee,
kterou jmenujeme primér ellipsy, Budiz P, P, jedna
z tétiv rovnobé&inych danych smérnici 4, a

y=Aa+n » (1)
jeji rovnice. Dile budiZ bod @ (&, 7) stied tdtivy P ] s
t. j. stfed vzddlenosti priisekdi pimky (1) s ellipsou (obr. 47.)
| b2z 4 a* ¥ = a® b (2)

Jsou-li (a1, 9,), (i, yo) souradnice zmin&nyel prisekd

Py, P, (€L 59., rovnice 3., 4.), jsou ’

gzttt end

2T T s AT ,
Wty bt ‘ &
=" Tat A+ 0¥ '

soufadnice stfedu @ tétivy P, P,.

Posinnjeme-1i nyuf rovno-
bézné tétivu (1), mén{ se tim
velifina -9, ¢&imZ i poloha
bodu ¢. Délenfm rovnic (3)
vylouime veliéinu %, t. j. ob-
drzime vztalh mezi soutadni-
cemi stiedl rovnobéznych té-
tiv uebo rovmnici priméru,
kterd je:

= — Z}Z g @ Olraz 47.

Z rovunice této plyne, Ze kaZdj primér probibd stledem
ellipsy. Ze i naopak kaZdd pifmka jdouci stiedem -ellipsy je
primérem, vysvitd z toho, Ze mbZeme nrtiti vidy smér rovno-
béZnych tétiv (t. j. urfiti smémici 4), které dand pimka -
_Jjdouci potitkem pilf.

Je-li 4' sméruice priiméru (4), je ‘
a==2 ety ad=-l
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t. j. souéin smérnic soustavy rovnob&zZnych tétiv
ellipsy a prislugného jim priméru je veli¢ina
stdld b2

Z rovnice (5) je patrna vyménlivost obou smérnic A, A*
t. j. znaéi-li jedna 2z nich -smérnici rovnohéZnych tétiv, znali
druhd smérnici ptislu§ného pramérn a naopak. Pali-li tedy
primér y = A’z tétivy rovnobéiné s primérem y —.4 z, plati
to i nappak. Dva priméry A’'B‘, C'D', z nichZ jeden pfili
tétivy rovnobéiné s druhym, jmenujeme sdruZené priméry.
Osy ellipsy jsou dva na vzéjem kolmé, sdruZend priméry.
Velké ose majici smérnici =0 sdruZen je dle (5) priumér,
jehoZ smérnice je = oo t. j. mald osa.
: Je-li ® thel dvou sdruZenych primérf, je hledic k rov-
nici () A — 4 a® A% 4 b2 -
‘ R I (il +‘, (6)
1444 24
jsou tedy osy ellipsy jedinym pz’u'enl sdrnZenych . priméri,
_ které stoji na sobé kolmo.
Pro ¢ =5 mame ellipsu stejuoosoun, t. j. kruh; z rovnic
(5) a (6) plyne ihned, Ze v kruhu kazdé dvé sdruZenych pri-
mérfi stojf na sob& kolmo.
Poznimka. Vlastnost pri-
mérit sdruZenyeh obdrzime ihned geo- : v
metricky, uviZivie ellipsu jako pri-

' ; TG,
mét kiul Ka. Dva navzijem kolmé & \Z”J\
priméry krulm tvoif dvé sdruzenych K /;/f}, \
primérii. TPriméty jejich jsou opdt ,t My *()K/ g;:;[,"\ X
sdruzenymi priméry primétu kruhu, “\ 2R g
R < . / N j
t. j. cllipsy, nebo rovnobézlky promi- \p/ \\%’;7
taji se v rovnobézky a stfedy tétiv e )ﬁ"

lrahu ve stfedy tétiv ellipsy. Jsou-li
tedy @ @', @ @ dva sdruZené pri-
méry krohu, jsou P, P, P, P prii- Ohraz 48.
méty jejich. - Jest vial (obr, 48,)

MP tg(M0P) A b

Il[l G gOLOQ) A4 w’

odobnd je ‘ pnk Bl B I
podobnd je G A b At
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. A4 b
Q7 R —
I /Ll Ayt e
Jelikoz je OQ 1L O, jeo . dy'=—1, tedy
Ad=®
a2

Cestou touto primo dokizati miZeme, %e je 1. soudet CGtvercl dvou
sdinzenych praméri roven soudtun dtveved os; 2. vovnob&inik nad
‘dvéma sdruZenynid priméry rovnd se obdélniku nad osami,

68. Zvovnice (5) plyne bezprostiedn& (obr. 47.):

«) JelikoZ je soulin 4.4 =tg«.tg e’ zdporny, je thel
o kosy, thel vSak «' tupy nebo naopak, sdruZené priméry .
leZi po obou strandch malé osy.

g) Strany P F,, P, L5 trojihelniku vepsaného v ellipsu
nad primérem P, P, majl sméry dvow sdruzenych priméri -
(t€tivy supplementarné). Jsou-li totiz @, ' stiedy
stran PP, PP, je GONWERPE, @O0i|PFP.

v) Teény v krajnych bodech priméru jsow rovnob&iny
s primérem sdroZenym. Je-li €' (', '), je smérnice

' 2
g s ; . . b
__g{’, priméru  C' DY a smérnice teény v bhodé &' je ———,
z ' a*y
tedy je soudin obou smérnic - Totéz ohdrzime i geo-

- metricky, nebot posinujice rovnob&/nd tétivu P, F,, obdrZime
tenu za mezni polohu. Body P, P, splynou s bodem'do-
tyku "

d) Na ziklad® (B) sestroj tetnu v bodé C'. Sestroj
bodem tim primér a sestro] nad libovolnym primérem troj-
fihelnik vepsany v ellipsu, jehoZ jedna strana je rovnobéZna
s primérem bodu ¢, druhd strana uddvd smér tetny tohoto
bodu. Neho na zikladd (p): Spojnice sticdu rovnobéZné tétivy
s primérem bodu ¢ podivd smér tetny bodn C'.

&) V rovnob&niku opsaném cllipse tvoif fihlopiitky, jakoZ
i spojnice bodu dotyku protilehlych stran dvé a dvé sdruze-
nych priméri. _

Ulohy. 1. Budiz A-=32 smérnice rovnobéZnych tétiv ellipsy
a3 Lyt=+4, rovnice sdrazeucho priméu je z-+8y=0.
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2. Jeli y=38a pramér ellipsy 2x*43y*=12, je smér-
: o - 2 :
nice sdruZeného primdru 4= — 3

8. Kteral urditi jest stted narysovamé ellipsy na zakladé uve-
dené¢ vlastnosti priméru?

4, Vypodti sdruZené priméry ellipsy 2a2 -+ 3 y2=12, uza-
virajiei aliel 600, Kterak urtiti je vzhledem k (8) konstrukei?

5. Jsow-li @, y' soufadnice bodu 4' na ellipse, urti soutad-
nice prisekii (¢, D' praméra sdrugeného k O A

Res: Jsout ml=i%g/’, g/lxi%m'.

6. Dokaz, Ze je soulet étverclt dvou sdruZenyeh pramérd stily.

Teg: Jelikor jeo a?=w2 492 b2=a24 2 plyne dle
predehizejiel dlohy fhned @202 =a® 402 ~

7. Obdélnik sestrojeny nad d\enm sdrnzenymi priméry ma
stdlon ])Iochu

Res: Je-li K pata kolmice s 0 na tet nu bodn 4') je

OI_L 4‘H——a b sm(a ~—tx),

Vx"’ 1/’2 "/ Z).fv' u J' 2

tedy Dhledic k nloze 5. a 6. ,)(‘

OK = (;'{), a jelikoz A' H=={', obdriime ab=a' D' sin(a'— a).

Ellipsa vztaZend na dva sdruZené praméry.

69. Kdybychom misto os ellipsy zvolili za osy souladnic
kterékoli jiné dvé sdruZenych primérii, ptislusely by opdt
kaZdé fselce dvé poradny sice stejnd veliké, -aviak opaéného
znaménka, t. j. v rovaiei vyskytovalo by se y pouze ve étverci.
Aviak z pojmu sdruZengell primérli vyplyvi totéz i pro .
Rovnice ellipsy v této kosoGhlé soustave, kdez jsou dva sdru-
zené priméry osy soutadnic, je pak tvarn

mEt 4+ ny?=p,
ktery uvésti miiZeme na tvar rovnice osové. stanovivse
%: @, L: b

Tvar rovnice se tedy neméni, volime-li kterékoli dvé sdru-

zenych primérd za osy souaduic.

i




K témuZz vysledku dojdeme i transformaci soufadnic.
Budiz primér B’ A’ novou osou X; a sdruZeny primér D’ ('
novou osou Y;; déle

X(XX))=q,
X(XY)=d=a+n,
kdez je o=3xA 00
(obr. 47.) fihel nové soustavy souiadnic.
Prechod na nové osy provedeme, dosadivie*®) za
&= & cos & 4 ¥, cos &',
Y =2, $tn o +y, sin o
"do rovmice ellipsy B2+ aty®=a2b% UviZivie, Ze mezi
smérnicemi dvou sdruZenych primérfi plati

2

‘ tpe.tge’ = — —,
(@ 67., rov. 5.), anebo co¥ toté
a® sin o sin o 4 0% cos @ cos o' = 0, H

obdrZinie vovnici ellipsy vztaZené na dva sdruZené praméry
(a%sin®a + b*cos?e) e, ® + (a*sin®e’ + 0¥ cos®a’) y, * == w* % (2)
Pigeme-li
a* b2 — g2 a® b* =52 (3) '
atsin®a -+ b2cos?a” ' alsinta’ +b%coste’ T {

prejde rovnice hofejsi ellipsy (2) ve

T ]2 _’l/ 12 ) .

—F =5 =1 4

a ‘_, + b ‘2 b ( )

kkdeZ jsouw 2,,  soutadnice proménlivého hodu ellipsy ve nové
kosolilé: soustavé, @, b, polovitni délky sdruzenyeh priméri,
vzatych za osy souwfadnic. i

, ljloha, Z rovnice (1) o (8) odvoditi jest (srovnej lonec p‘ozn.
I ¢1. 67., jakox i tloly 6. a 7., ¢l. 68.) : :

2t b2=a410? aqbhsn(e —e)=ab
{Thearemy Apolloniovy).

*) Viz str. 16. rov. 4.

Zahradnik, Analyticki geometrie, [
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* Vrcholova rovnice ellipsy.

70. Posineme-li osu ¥ Y- g
rovnobginé na vrehol O ellipsy /4
jakozto poéitek soufadnie, / l
5 ™ 4 [/ X=X
treba (¢l. 13., L) z— o psati \ b
misto z ve stledové rovnici l ]
ellipsy, nebot nové tisetka O'M
zmendend 0 @ rovnd se staré Obraz 49.

dseéce OM (obr. 49.). Jest
b2 (x — a?) + a?y® = a? b?
rovnice ellipsy v nové soustavé, kterou miZeme téz psiti
a4 eyt =2abz, (1)
"aneb uvedSe délku poloparamnetru

o b
P= a
(¢l. 56.) do rovnice, ohdrZime
P=2px-— —g z* {2)

Rovuice ellipsy, kdez velkda osa je osou aseéek, a tefua
krajnftho bodu této osy osou poladen, zove se vrcholovd
rovnice ellipsy. Jak z rovmice (1) vysvitd, nezménily se
soudinitelé. n z* a4 y* tim, Ze jsme rovnobéiné pofinuly osy
gouradnic do nového podatku O’

Rovnice vreholové mohli bychom stejné npotfebiti k vy-
Setfovdni ellipsy, jakoz jsme to ulinili k viili jednoduchosti
§:rovnicl osovor.

Plocha ellipsy.

71. JelikoZ je ellipsa pravodhly priumét kruhu K., rovad
se plocha ellipsy plofe krulm zndsobené kosinusem thlu ¢,
t. j. @hlu, ktery svird rovina krubu s rovinou ellipsy. Jest

viak (4. 57.) )

oS P =



a plocha kruhu XK. je =a® proto# je plocha ellipsy
E:maﬁ.é-:zab,
a

¢ o o Loy
o . ?! Do ‘! g
B ity i

—_— _\4»\_*'___

hd

0 hyperhole.

72. Misto vSech bodd, jejichz vzdilenosti od
dvou pevnych bodfi F, F' maji staly rozdil 2,
jmenuje se hyperbola. Pevné body F, F jmenujeme
ohniska hype1boly a vzddlenost je-
jich znamendme 2 ¢. Délku e jme-
nujeme délkovou vist1ed§osﬁ Mr\ﬁ/
hyperboly. Je-li P bod llyperboly, ERR ;
je dle vyméru - 2 il \#

F'P—FP=2¢g " S ;
) / : (1) oy 4\ |
nebo rr—-r _P:_),a, -

T . v N D Nbip
dle toho, je-H spojnice F* P vitsi TN
nebo wmendf neZ spojnice F P, kte-
rézto spojnice bodu P s ohnisky Obraz 5o,

jmenujeme provodite (radil ve-
ctores). A jelikoz v kazdém trojihelniku (obr. 50.) F'PF
je rozdil F'P—FP mendinez F'F, je a<e.

Z vyméru hyperboly plyne ihned, #%e sestrojime-li z ohnisek
dva kruliy, jejich# rozdil polomérfi rovnd se stilé délce 2 a,
pritseky téchto krubli jsou body hyperboly.. Na spojnici ohnisek
I"I' lezi dva body 4, B hyperboly (plyne ze soumérnosti
konstrukee hledic k bodtm I F), pro n&% plati

FA=TFDB, FE=FA
Vzdilenost jejich rovnd se vozdilu jejich vzddlenost! od jednoho
ohniska, nebot je
Pd -1 B=14d—IFA=2a.

Stied délky B . je soulasné i stfedem vzdédlenosti

ohnisck.  Toto wyplyvd jiZz z konstrukee jakoZ i odeltenim
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rovnice B O = 0.4 od rovnice

2¢—~F' A=2¢~ FB.
Body 4, B jsou vrcholy, spojnice jejich hlavni osa hy- -
. perboly, a stred O té osy je stred hyperboly.

Rovnice hyperboly.

73. Vyjaditme nyni vimérnou vlastnost Liyperboly analy-
ticky, t.j. rovnici. » ‘
Za osy soufadnic s prospéchem voliti mfizeme hlavni osu
hyperboly jakozto osu X a kolmici v jejim stiedu O jakoZto
osu Y. Budiz P libovolny bod hyperboly, soufaduice jeho
x=0M, y=MP
Délky provodiét toho bodu (obr. 50.) plynou z rovnic
FP=F0+0M*+IP =(e+2)*+ 12 .
FPP=0F—-0M?*+MP=(c—x)*+y2 @
7 nichz patrno, Ze pro Kladné z, je F'"P>FP a naopak’
FP<FP pro ziporné x. Uvedeme-li uyni hodnoty. tyto
pro FP a F'P do vovnice (1), ¢imZ vyjidifme, Ze bod P
lezi na hyperbole, obdr¥ime
Vie+a)) +y—Vie—o+*=212a (3)
kdez plati bud horni bud dolni znaménko dle toho, je-li z
kladné nebo zaporné. Udinime-li vovnici (3) racionalnou, ob-
drzime, piSice '

e* —o*=0% aneb e*=a*4 0t

b2z?—a*y*=a*l* €))]
stfedovou rovnici hyperboly, Lkterou mfiZeme té% psiti
‘ve tvaru (x)- (y)z
S =) =1 B
‘ @ b (%)

Rozbor rovnice hyperboly.
4. Reffme-li rovunici hyperboly dle %, obdrZime
by s
y=+—\Var Za, (6)
. a 4

z tehoZ plyne: Pro kazdou kladnou hodnotn a vt ne? «
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obdrzime dvé realné hodnoty pro y rovné co do velikosti, ale
rlizné co do znaménka, t. j. hyperbola rozprostird se soumérné
po obou strandch osy X od bodn A poéinajic, v némZ osu
sede, do nekonedna. Aviak hodnota pro y se neméni, pieme-li
v roviici (6) —x za -+ 2; obdrZime takto pro usetky od
—a do — oo soumérnou ¢ist hyperboly k oné jiZ vytknuté
éasti 1 to vzhledem k ose Y, rozprostirajicf se od bodu B,

v némz osu X sede, soumérné k této ose do nekonetna ve

smérn opacném. Osy soufadnic &tvrti hyperbolu. :

Primka kolmad na ose X mezi vrcholy hypelboly nep10tina
realnd hyperbolu, nebot je tu x ¢iselné mensi néz o. Tim
jsou i pluseky osy ¥ s hyperbolou 1)omyslné,‘obdmmb p10‘ :

z=0, y=+0V -1 '
Délka 25 je délka pobocué 08y, ktemu si odméfime kolmo
v potitku soufadnic, by Dylo®) D O=0C=15. Hyperbola
mé tedy jen dva realné vrcholy A, B, jejichZ spojnice je
hlavni osa. '

Potitel soufadnic je stted hyperboly nebo lei-li bod
P(xy) na hyperbole, plati to i pro bod P‘(—z, —y), jenZ
je snfm soumérny hledic k politku, t.j. kazdad tétiva PP’ hy-
perboly, 3(101101 bodem O, phli se v tomto bodd (srov. 8. 55)

75 Rovnici hypelboly (’)) miZeme té/ psatl :
Ta?
w =T V1 o |
Prihlizime-li pouze k hounmu znaménku, je podil (obr. 50.) ...
J_tP0M<i jeli > a.

Cnn se bod P na hypexbole vzdaluJe “tim 1osto jehe
Gsetka a smérnice jeho spojnice s poéfttkem piiblizuje se po-

diln —-2—. Vzd4li-li se bod P na hyperbole do nekoneéna, bude

#) Te&na vreholu A protind kruh K. v hodé L;
AL =F 4 AF= (et a)y{e—a)=102,
proées AL=b=0C ‘

e
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5

- T fn . .
ijeho x=o00 a tim pribliZi se hodnota o nulle, t. j. spoj-

nice 0_17m bude soumezna s piimkou O L, k niZ se hyperbola
neustdle tésnéji pribliZuje, aniZ ji postihne. Prfmka O L slove
z té pifliny asymptota hyperboly.

Pleneseme-]i tuto Gvahu na ostatni &tvrti hyperboly, shle-
‘ddme, %e m4d hyperbola dvé asymptoty L L' a NN’ které
ohdrZime, sestrojivie AL =B N=175 Lkolmo na osu X, jako
spojnici bodd L, N se stfedem hyperboly.

Hypelboh lest celd uvnitd oné &asti roviny omezené
asymptotami, kierd obsahuje realnou osu hyperboly. Rovnice
asymptot mhZeme dle predchdzejictho ihned napsati, jsou

b b ,
Y=+ y=— o (7)

Asymptoty stojl na sobé kolmo, je-i b =a, t. J je-li hyperbola
rovnostranna.

Poloha bodu hledic k hyberbole.
76. Pro soufadnice bodu P hyperboly je

m g2y — 2D = f 1’"_ — 3
Pa*—aty — a*d?*=0, nebq Pl - 1=0. (8
Mysleme si, #¢ se bod P pohyhuje

po rovnobéZce s osou X, tnn ne-
B Y

e z*
méni se ¢len o aviak Clen -
a*

je vétsi nebo mendi dle toho, vzdili
“nebo piibliZi-li se bod P k ose Y.
Z toho plyne, Ze je trojtlen (8)
zdporny pro body P, leZict mezi
ob&ma vétvemi hyperboly (obr. 51.),
le#i-li véak bod P, po strand vy- Obraz 51

duté hyperboly jako na p¥. ohnisko, ‘

— analogicky s ellipsou pravime i zde, Ze bod P, lesi uvmtl.
hyperboly — je trojélen (8) kladny.

ol P}




— 87 -—

Na polohu bodu hledic Xk hyperbole souditi miZeme,
A#Anali jsou jeji olmiska, jiz vimérné rovaice (1.).

Dle toho je-li rozdil provodit® men$i, vét$i nebo roven
pulle, ma dany bod polohu bodu ¥, P! neho P, t. j. bod
tento lezi mezi vétvemi hyperboly, wné hyperboly mnebo na
pnyperbole.

Provodide bodu hyperboly, jeji fiditelky a paramety.

77. PiSeme-li jako pii ellipse (¢l 55.)
IF'P=r, F"P=r
,Plyne z rovnic (2) ¢l 73,
r2—rPt=—4dex
RozloZime-li levou stranu v &i-
nritele, obdrZime hledice k rovnici
(1) T,

@

7 této rovnice, jakoZ i ze zmi-
18né rovnice (1) obdriime vyrazy
pro provodite™) », 7 bodu P na Obraz 52.
Jayperbole {obr. 52.)

ex ‘ 9

- PiSeme-li nyni
o=

r=TFP= —(x——

Je, jestliZe sestrojime kohmce na osu X ve yzdilenosti

>

0D=0D'="

*) Z vovnic (9) plyne, Ze obniska hyperboly maji tu vlastnost, Ze
vzdilenosti jejich-od libovolného bodu hyperboly vyjadbiti mbZeme
racionalné pomoei tselky tohoto bodw. Viz poznimku k &l b5,



od politku souradnic,

x—%:OM—OD:DM:NR

FP ¢ : .
prodez 8 R (10)
Podobné bychom z druhé rovnice (9) obdrZeli
F'P_ e
NI P (10 ])

Piimky D& a D' G’ ;jn‘lenujer‘ne Iiditelky hypevrboly,
z nichZ kazdd je pfidrmZena olmisku - bliz§imu. Vzdalenosti
bod@t hyperboly od ohniska a pridruzené riditelky jsou ve
stilém poméru vét§im nez 1.

Podil —2— znadime obylejué ¢ a jmenujeme C¢isclnou
vystiednost hyperboly.

78, Tétiva jdouci ohniskem hyperboly kolmo na osu
hlayni, jmenujeme parametr hyperboly. Dosadime-li
z=+e=+VaE+ 5
do rovnice hyperboly, obdrime

b
, ‘ .U—-I“a o
t. j. FR:FfS:-F%;’ FR’—FISI:_E:;

RR—sw—zi_zp
je délka parametrn. Jest i pii hypelbole parametr tieti mé-
Fickow tmérnou mezi délliou poboténi a hlavni osy.

“Ulohy. «) Hyperbola 2% — 3 y2=6 m4 osy a==VY35, b=V3,
- délkovou vistteduost e VB, rovaice Mditelek Jsou
| e=ipm
Vy#etii polohu bod& (1, 2), (8,2), (5,2) vzhledem k této hyperbole.

Rovnice asymptot jsou y=tu

#) Bovnici hyperboly 2x2-—8y2==10 uvedeme na tvar (4),

- #ndisobive ji Ginitelem l_%=§. (Srovnej pozn, k ¢l. 51.)  Osy
"této hyperboly jsou T \ /T ‘
) = 5 b= 3
a vystiednost délkovd = e
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Hyperbola a piimka.

79. Priiseky hyperboly pitmkoun obdrzime, Yesice*) rovnice
| b*x?t — aty* = a® b®, (1)
y=dAz+n, @)
jimiz je hyperbola a piimka dana dle x a y. Vyloutime-li
z téchto rovnic y, obdrzime spofadavie vysledek**) dle moc-
nin-
(@*A4* — )22+ 2a*nd o= —a*(d*+ nd). 3)
Z rovnice této plynou dvé hodnoty pro tsetku =, totiz
sy =0M,, xy=0M,
(obr. 53.), odpovidajic dvéma prisekim P,, P, pimky s hy-
perbolouw. Hodnoty jejich jsou

p= 804 J‘r‘(ﬁaf\fﬁf LY @

a piisluéné potadny M, P, M, P, totiz

—nbrtabd\Vn? — (A=Y b
y= PR E 2 ; ())

— 0O~

obdrzime z rovnic pifmky (2). Oba
priuseky jsou realné, splyvaji nebo . .
jsou imaginarné dle toho, je-li

/

Zde se ndam vyskytuje jesté
jeden piipad, jejZ ti'eba bliZe uvd-
#ti.  Je-li totiZ

a2t —b%

tedy A==

— 01 ‘ .
b Obraz B3.

n e

je piimka (2) 1‘0}7110bé211d s asymptotou (¢l 75.), s protind  hy-

*) Srovnej &l 59.

#F). Vysledek tento plyne ihned z ¢lanku 59., kidez theba pouze — 0?
misto b2 dosaditi, nebot touto. substituci- prejde sttedovi rovnice
ellipsy ve sthedovou rovuiei hyperboly.
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perbolu v jednom pouze bodd v koneénu, druby priisek je ne-

konetn¢ vzddleny bod hyperboly, k némui asymptota rovno-

bénd s danou pimkou stile spdje, aniZ jej postihne (obr. B3.)-

Geometricks tato fivaha plyne i z rovnice (3), kteri# v pripadé
tomto prechazi ve

' Ondw=— (b4 n?).

Z této rovnice obdrZime dsetku koneéného*) priseku

AR X
R YV (©)

kdez m4 A jednu z hodnot -+ l{:

Je-li »= 0, probihd pifmka (2) stiedem hyperboly, a jeji

priiseky s hyperbolou jsou realné, je-li
b > at 4%,

t. j. prochdzi-H piimka Ghlem asymptot, ve kterém lesf hlavni
“osa hyperboly; je-i DY g A2 '
jsou priseky pomyslné; pro

k b¥=q* 42
protind primka hyperbolu ve dvou**) splyvajicich bodech v ne-
koneénu. V p¥pad& tomto je piimka tato asymptoton, nebo
jdouc stfedem mi smér asymptoty (&. 75). Mizeme tudiZ
asymptotu povazovati za teénun hyperboly, jejz
bod dotykn je nekonetné vzdalen.

#) Redime-li lovadratickou rovniei

pert2qedr=0
— Vot —npr ¥
obdriime == —akVer—pr — e,
) —q¥Vegr—pr
Je-li nyni p=1, je ,
ry = e Ty
T—g—=Ve 2 7 —g Ve

#) Jelikoz a® A2=0502% je jeden priisek ncloneéné vzdalen, a za
piitinon ®n==0, plyne toZ z rovnice (8) i pro druhy prisek, a
jelikok se zde vyhovije podminee  n?==q? A2 —02, 'splyvaji oba
priselky.



Seéna, teéna, normala.

80. Pro smérnici seény, jakoZto spojnici dvou bodi I,

P" hyperboly, obdriime postupujice jako pii ellipse (L. 60.)
y -y (e 4 2
= T g (5" + -y

Rovnice setny P’ P pak je

. (.L _‘_JII

| YR
Piiblizuje-li se nyni bod P”

y—y = (z—2 (1)

po hyperbole k bodu ', piibliZuje - ‘ /
se sefna P Pk urtité mezni po- fd
loze {obr. 54.), k tefn& bodu P/,
s nfZ se sjednotf, splyne-li bod P 0, \48
s bodem P', coZ vyjadiime pidice
v rovnici (1)
2= g, "l_/“ — yl-

ObdrZime takto ‘

y—y = 2 il (z—a') (2 Obraz b4.
rovonici hyperboly v bodé jejim 7%, kteron mbZeme téZ psiti
ve tvaru zx yy .

iy 1. | €))

‘ Uloha, Kterak uréiti jest na zdkladé podminky dotyke pt{mlky
s hiyperbolou rovaici teény? (Srovuej poznimku k &l 60.)

Jelikoz je = ¢' = ~a~\ £ —a¥,

miZeme rovnici teény bodu (z'y’) psiti ve tvaru

z -y 2 N
'7[ + -Z'Vl - (?) — (4)

kdez arci platf bad horni bud dolni znaménko dle toho, je-li
4" kladné nebo zdporné.- Vzddli-i se bod dotyku do neko-
necna, je ' =oo, a rovnice jeho tedny plejde ve

@y
P



— 99 —

Obdrzeli jsme zde dvé miezné polohy, jelikoZ se muZe
“bod po vétvi hyperboly ve dvojim sméru vzdalovati do neko-
ne¢na. Tyto mezné polohy teden s abéZnym bodem dotyku
jsou asymptoty hyperboly (¢l 75. 1 79.).

8§1. Normala bodu P je pﬁmka.» Jdouci timto bodem
kolmo 'na tefnu; tim je rovnice normaly lhyperboly v bodé

jejim. P! a®y’
y—y'= =g (= ). (©)

82. Teéna z daného bodu na hyperbolw Rov-
nict tefny z bodu daného na hyperbolu uréime .zcela obdobnd
jako pii ellipse (€. 62.). Smérnice jeji- plyne z podminky
dotyku primky s-hyperbolou '

a* A* — b= n?,
(€L 79.), kdyZ v ni poloZime - '
n=1y — da' o
JelikoZ je vyslednd rovnice vzhledem k A druhého stupné, ob-
drzime dvé hodnoty pro. A, totiz: :
A= —xj+\/ (b' uJ—(rb"
- — 2"
' Dle toho mfiZeie z dancho hodu («'y’) dvé tetny na

hyperbolu vésti (obr. 54. ), jeZ jsou realné, splyvaji, uebo ‘jsou
pomyslné dle toho, je-l

Dra' — ady* — a® b?% 0 (2L 76.).

Ulohy. o Najdi tihel teden p bodu (2’»') na hyperbolu se-’
strojenych? PiSeme-1i : .

YN 218 a2 1 2
A=Y— (x> —ary?—a?d?), je tgd= m,2+J,zéaz+ be
Lezi-li bod (2, ¥ na kruhu 2| y'2 = g2 — b2, tetny z ného na
hyperbolu sestrojené stoji na sob& kolmo, (Slovnej ¢l. 63.)
) Najdi body dotyiné teten z bodu £ na hype1bolu sestroje-
ujch? Soufadnice hledaného bodu dotylu (2, ) vyhovuji rovniei
Iiyperboly, mimo to mi 1)1011111%1 tétna bodu (w1, ;) bodem P, ploLeZ

plati b2yt — g2y ni=a?b?, brx'm —aty y, = a2l
Resenfm obou rovuic. dle o, % urdéime soufaduice bodu dotyhu nbou
teden sestrojenych z bodu (2, ) ua hypelbolu




— 93 —

y) Urtiti jsou priseky piimky @ —38y-+1=0 s hyperbolou
222 —~5y2=6.
8) Ktevou hodnotn musime veliding « diti, by piimka

z—38yta=0
byla te¢uon hyperboly tohy piedeglé?

&) Pro kterou hodnotu velitiny ¢ jo pPimka

e-tayt+1=0

tednon téxe hyperboly?
€) Déna je hyperhola rovniei 2&2—8y2 =6, widiti Jest
1. rovnice tetny v bodé (3, 2), ‘

2. smérnice teden sestrojenyel z bodu (1, 2) na danou hyperbolu,
a vovnice spojnice bodft dotyku téchto telen.

Délka tangenty, subtangenty, normaly, subnormaly.

83. Jako ve ¢l 65., podivd v rovnici teény bodu (2 ¥)
i zde rozdil 2 — &' délku subtangenty M T (obr. H5.), piSeme-li
vni y=0. ObdrZime takto

po oLyt et
8 = 0ol T !
Podobné plyne z rovnice
normaly pro subnormalu IV
b at
. S?? =
a délku tetny L 7 a normaly ‘
PN obdrzime nynf pomoci - Olraz B5.
Pythagorovy poulky z troj- ‘
Ghelnikd pravodhlych P M1, PP M N.

a®’

Uhly teény s provodidi bodu dotyku; sestrojeni teény.

84. 7 vymérné vlastnosti hyperboly plyne, Ze sou-
mérné body jednoho ohniska vzhledem k telnim
Lhyperboly leZf na kruhu, jehoZ je stfed druhé ohnisko
a polomér roven hlavni ose hyperboly 2 .

Je-li totiz P @ tetna bodu P (obr. 56.), obdrZime sou-
mérny vzhledem k nf bod &, prodlouZime-li kolmici 7N
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z ohniska na teénu o jeji délku. Ze shodnosti trojithelnikd
FPN o GPN piyne FP=GZP Jest tedy
F'P-FP=F'P—GP=2q,
z éeho# vysvitd, e soumdrny
hod leZi G na provodiéi F/ P,
t. j. F'G@=2a, coZ doka-
zuje uvedenou vlastnost, Ze
,2nisto hodt G jé kruh, jeho
stfed 7' a polomér 2@.“
Jelikoz bod soumérny
leZif G na provodiéi F' P,
plyne z piedchdzejiciho
Y F'PN=¥FPN, . Obraz 56.
t. j. teéna bhodu P phlf
fihel provodiét téhoZ bodu.

Uloha. Kteral bychom dokizali tuto vlastnost, berouce v po-
cet smérnici tetny bodu P, jakoz i smérnice jeho provedicéi?

Opirajice se o tuto vlastnost, sestrojime teénu v bodé P
~ hyperboly nisledovnd (obr. 56.): Utinime PF=P & a kol-
mice s bodu P na F G je hledand teéna.

Nyni miizeme téz snadné sestrojiti tednu na hyperbolu
# bodu L, nelezictho na hyperbole (obr. 56.). Soumérny bod
ohniska 7 vzhledem k hledané teéué lezi na kruhu, opsaném
z bodu F' polomérem 2 a, jakoZ i za piftinou LF =1L G na
krnhu opszmem z bodu L polomérem L F. Obdrzime takto
dva priseky @&, -G/, tedy dva body soumérné odpovidajel
‘dvéma teéndm, které z bodu L na hyperbolu sestrojiti miiZzeme.
Kolmice z bodu L na FG a FG jsou hledané teény, a je-
jich body dotyku jsou priiseky prodlouZenych spojnic F @,
F'G' g hyperbolon. Plati tedy toté# sestrojeni pro hyperboln
jako pro ellipsu (CL 66.).
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Priméry hyperb‘oly.

85. Jako pii ellipse leZi stiedy rovnobéZnych tétiv hyper-
boly na piimee, kterou jmenujeme prémér hyperboly. Budiz
P, P, jedna =z téch rovno-
béznych tétiv danyeh smér-
nici 4, a

y=4dz+n (1)
jejl rovnice. Dile hudiZ ¢
stied tétivy 2, Py, t.j. stied
vzddlenosti prisekdt primky
(1) s hyperbolow (obr. 57.)

b a? — afy? = a2 (2)

Usetku jeho obdrzime

ilmed z vovoice (4) &l 79.;

Obraz B7,

jest totiz g= O +da n*n A (3
T2 T A0t 2
a prislusnd pofadna % plyne z rovnice piimky (1)
*n y
= —— 3!
" A% — b* (39

Délenim obou rovnic obdrZime vztah mezi soufadnicemi
stledu vovnobéZnyeh tétiv (srv. €. 67.), t. j. rovmnici prémérn
hyperboly he ‘ @

' M=FAS
jenz, jak rovnice svédéi, jde stiedem hyperboly. Je-li 4
smérnice tohoto priméru, plati
. B2
..‘I. Al = —f_L“;" (5)
t. j. soudin smérnic soustavy rovuobéZnych tétiv
hyperboly a prislusného jim priimérun je velidina
b'z .

, stald = —.
2

86. 7 rovnice (3) je patrna vyménlivost sméruic 4, A/,

t. j. znaci-li jedna z nich smérnici rovnob&Znych tétiv, znadi

drubd smérnici prislu¥nélo priméru a naopak. Phli-li tedy
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primér y = A’ x tétivy rovnobézné s primérem y = 4 x, plati
to i naopak. Takové dva priméry 4'B‘, C'D’' jmenujeme
sdrufené préméry. Osy hyperboly jsou dva na vzdjem
kolmé sdruzené priméry. Hlavni ose piisludi smérnice =0,
a sdruZeny ji pramér, jenZ md smérnici = o0, je pobotna
osa hyperboly. -

Osy hyperboly jest jediné dvé sdruZenych, k sobé& kol-
mych pramérlt, nebo znadi-li @ dhel dvou primérd (srovnej

tl. 67.), je o = a® 4® — b
99 = e2d

87. Z rovnice (5) vysvitd, Ze roste-li 4 od O do %

ubyvi A’ od o0 do — t. j. otddi-li se primér smérem od
«

hlavni osy O X k jedné asymptotd, otddl se téZ sdruZeny
priimér pocinaje od poboéné osy O Y k téZe asymptoté, s niz
oba priméry sdruZené splyvaji, je-li

A=4"=4 i,

: a
coZ ostatné i geometricky vychazi. Stied tétivy I, K, rovno-
béZné s asymptotou O L, je Gbéiny bod piimky P, K, a spoj-

nice jeho se stredem — priimér to pridruZeny k sméru tétivy
P, K — splyva s asymptotoun O L.

Je-li 4 < —b—, je 4> —Zi,
: 7 T a

t. j. z primérd sdruZenych sece jeden hyperbolu, druby ji mine;
jeden je sdruZen s tétivami rovnobéinymi, které patii jedné
vétvi (vnitini tétivy), druhy je sdruzeu s tétivami roviobéznymi,
spojujici body obou vétvi (vné&jsi tétivy) hyperbbly.

Poznimka. Vysledky, jes jsme pro ellipsu &l 68, uvedl,
Drenésti ‘maZeme i na liyperbolu, majfce. na mysli, %e rovnice cllipsy
biechdzi v rovuici hyperboly substitne! 3V —1 misto piisludnymi
proménami. Tak plati na pi. pro hyperbolu, jsow-li 2+ 25 dva
sdrdend nrtimae saii 5
sdrudené priundry, «, o' jejich sméry
\ ab=a'b'sin (@ —u), a?—Db2==q'?—f2
(theoremy Apolloniovy), z tehoz opét. sestrojeni os ze zdruzenyeh pri-
mérlt vychizi,
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Hyperbola vztaZena na’ dva sdruzené primeéry.

88. Ze je rovnice hyperboly vztaZené na dva.sdruZené
priméry jako osy soufadnic tvaru '

mxt—ny*=p anebo (g‘T)Q— (—g—,)g:

stejné bychom -jako pii ellipse pouhou fvahou nebo trans-
formaci souradnic nasli (&l. 69.). - V. druhém piipadé obdrzime
se zietelem na relaci (5) ¢l. 85, kterou téz psiti miZeme

a® sin o stn o' — b2 cos  cos &' = 0, (ry
rovnici hyperboly vztaZené na dva sdruZené priméry
(b2 eos* o — a® .sin2 o)z, * — (a*sin®a’ — b2cos*a’)y, 2= a?b% (2)
JelikoZ prumér A' B, jejz jsme uéinili novou 080U ase-
éek protind jakozto hlavni prumél hyperbolu, je

A=tga< —Z—
mbzeme tedy ps‘m*) (€l 87.): f
a* b* s a*b? s,
b2cos®a — asina 7 adsimta’ — bPcosteal T LG
¢im rovnice (2) nabude tvaru
x R ‘
i ga=1h 0

‘kdeZ znall 2a/, 20/ delky sdruZenych primért A’ B, ¢ D,

novych to os soufadnic.

Tvar rtovnice (4) je ty% jako rovnice osové hyperboly,
a téZ rovnice asymptot json obdobné (&l 75., srovnej poziL.
k &l. 20. b
) y=% 72 |
7 tohoto vysledku plyne, Ze tihlopri¢ky rovnobéZniku sestro-
jeného nade dvéma sdruZenyma praméry hypelboly ln‘LJl smér
i polohu asymptot (obr. 57.).

Poznédmka. Na zakladé phedchizejiciho, advodime z obr. 57.
nasledujici vlastnosti hiyperboly:

*). Z rovnic (3) a (1) plyne (sv. &l 87.): ‘
ab=a'b'sino, a?—Db=at—0b? kdeZje o=—o'-—o

Zahradnik, Analyticki geometrie. 7
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o) Jelikoz je Ny A'=A'L;=10', plyne, ze dil tedny lezici
mezi asymptotami je v bodé dotyku A’ rozpfilen a délka
jelio rovna priméru, jens je sdruzen ku sméru spoj-
nice 04, ‘

£) Rovnobézka stednou bodu 4’ protind hyperbolu v bodech P,
P a asymptoty v bodech @, @' Za piitnou Ny A'=—A'L, je
Q' M'=D"¢@ a odedteme-li od této rovuice P M’'= M'P, obdriime
QP=P@ t. j: Dily seény, které lezi mezi hype1bolou
a asymptotami, jsou sobé rovny.

y) Plocha trojahielnfku Iy ON,, ktery tedna hyperboly bodu .4’
\ ‘ 8 asymptotami uzavird, rovnd se plofe obdélniku OA‘'L, C' (obr. 57.),
; jehoz plocha je (dle poucky Apolloniovy) stdld =abd, t. j.: telny
. hyperboly uzaviraji s asymptotann tr OJuhelnlky stalé
plochy.

0) Bestrojme nyni bodem dotyku A‘ rovnobézky 4'R, A'S
8 ‘agymptotami, rozpilime tim tiseky tedny bodu 4’ na asymptotdch.
Plocha obdélniku ORA'S, jejz takto obdrZime, obnisi polovie
plochy trojuhelniku I, O Ny, je tedy taktér stdla

abd
7

€) Berouce asymptoty 0@’, 0 ¢ za osy soufadnic, jsou O R==z,
08= RA‘ =1y soufadnice bodu 4’ vzhledem k této soustavé koso-
ahlé. Uhel soustzwy je el asymptot y. Plocha obdélnikn O R A'S

B : je _ab

: Z Y sin -

1 a jeliko¥ je tg -~ 2 b je sz’ny:awzz-_%bb—z,
tedy je = Wa’=a2~:bz,

‘ ¢o% jest rovnice hyperboly vztaZzené na asymptoty, kterou bychom i trans-
f formaci sowfadnic z rovnice osové snadné odvoditi molli. * Velidinu

S ()

Jmenujeme mocnost hyperboly.

Vrcholova rovnice hyperboly.

89. Pofineme-li rovnobéiné osu ¥ na vrchol 4 hyper-
boly, jakozto potitek soufadnic, t¥eba (€l. 18., 1) 2+ a psati
misto z v osové rovnici hyperboly, nebo novd fisetka A M
zvétiend o o rovnd se staré dsetce O M (obr. 58). Bude tudiz

0% (z+ a)® — a? y* = a? b®
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rovnice hyperboly v nové soustavé

soufadnic, kterou mfiZeme psdti T 42
ba*—a?yP=—2ab%z (1) ;
aneb uvedfe délku poloparametru - i
X /4 M X
T u
(¢l. 78.) do rovnice, obdrZime
2 _p [} ’ -
yr=2pr+ =z 2
y pa @ @ Obraz B8.

Tato rovnice hyperboly, kdeZ
je hlavnf osa osou fsedek a telna krajnfho bodu té osy osou
potfaden, jmenuje se vrecholovd rovnice hyperboly, Jak
7 rovnice (1) vysvitd, nezménily se koefficienty u 2% a y* tim,
#e jsme rovnohéZné pofinuli osy soufadnic na novy podatek.

0 parabole.

90. Misto v&ech bodil, které od daného pev-
ného bodu a dané pevné primky jsou rovné vzdd- -
leny, jmenuje se parabola. ,

Pevny bod F (obr. 59.) jmenuje Ve
se ohnisko a pevnd piimky D G- ti-
ditelka paraboly. Pro bod P paraboly /
plati*) dle vymérné vlastnosti o/ )\ x

PF=PN, ) %
kdez je PN vzdilenost bodu P od fi-

ditelky. Z vymérné vlastnosti plyne, Ze :
protneme-li plimku rovnobéinou se ¥idi- Obraz BY,

telkou po té strand, kde je ohnisko,

ve vzddlenosti D M kruhem, jehoZ stied je F a vzdilenost
D M mu polomérem, jsou praseky P, P’ body paraboly.

&2

ks

. %) Srv. ¢, 55. a 77.; v pipadd paraboly je tiselnd vystfednost &=1.
. 7*
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Vzdilenost ohniska od fiditelky znadime pismenem. p.
Bod O, jen# tuto vzddlenost pili, vyhovuje rovnici (1), patii
tedy parabole a jmenuje se vrchol paraboly. Spojnice vrcholu
s ohniskem je osa paraboly.

Rovnice paraboly.

91. Zvolime-li osu pardboly za osu fisedels a vrchol jejt
za politek pravouhlé soustavy souradnic, jsou soufadnice bodu
P paraboly z2=0M, y=MP, tedy je

PP = 1P+ FI* = WP + [0M—0F =y + (2~ L),
déle je : NP:OJI[+DO:w+%,

= 2, | PN (., p
- tim je dle (1) g +(x-——2—)‘_ (m+—2-),

kterouZto rovnici po malé redulkei psati mizeme

y*=2pa. ‘ (2)
Rovnici tuto jmenujeme vrcholovou rovnici paraboly.

«  Rozbor rovnice paraboly.

92." 7 vovnice (2)‘VYChz’1zi, Ze ku kaZdé hodnoté pfo &,
jeZ je téhoZ znaménka, jakého je &initel p, prisludf dvé realné
hodnoty pro y stejné veliké, viak opaéného znaménka, t. j.

parabola rozkldd4 se soumérné po obou strandch osy paraboly -

od vrcholu jejiho ‘podinajic, jenz, jsa potitkem, m4 soutadnice
(0, 0), do nekone¢na, a to v tom smdru osy useéek, ktery
uddva znaménlko Cinitele p.

Pofadna F' P, kolmd v ohnisku F, m4 délku. p, tedy je
R'R=2p.

Tétivu R' R jmenujeme par ametr paraboly.

Na zakladé rovnice (2) paraboly mlZeme ici: pofadna
libovolného bodu paraboly je stfedni Gmérna mezi fsedkou
. .& ‘parametrem, z CehoZ plyne opét jiné sestrojeni (obr. 60.)

paraboly. ‘
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Utinime totiZ
HO=2p,
i opiSeme z libovolného bodu S na
ose tisebek kruh polomdrem H S,
jenz sefe osu X v bodé M a osu
Y v bodech @ a ¢ sestloJme
rovnobézky

MP=0¢Q, MP=0¢ | Obraz 60,
a body P, P’ jsou body paraboly. Soufadnice bodu P jsou
OM=x, MP=y
a bod sdm leZi na parabole, nebot je - :
0Q*=MP*=HO.0M, tj y*=2p.x,
totéz plati i pro druhy prések ¢'.

Poloha bodu hlediec k parabole.

93. LeZi-li bod P na pfumbole, vyhovmi souradnice jeho
(rovnici paraboly, t. j. plati : .
y*—2px=0. -
Piejde-li bod P na rovnobéZce s osou ¥ do polohy P (obr 61.)
zvet§i se jeho y pri nezménéné
tisetce, jest tedy pro soufadnice

Y ‘71’ '
bodu P': y*—2pz>0; N2l
naopak v poloze P zmendi se po- . | /{bpq .
fadua jeho pii téZe tisetee, je tedy 2l s
pro bod I’” |
. y2—2pa <.
Jest tedy ‘ Obraz 61.

yr—2p x 2 O ‘

dle toho, lezi-li bod P mimo pambolu na parabole, neb uvnit¥

paraboly.

K témuz vysledku dochdzime, predpokliddme-li, Ze bod
P se- pohybuje rovnobézng s osou tsefek, kdeZ opét se mén{
pouze tsefka toho bodu.
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" Poznémka.  Z vyméru (1) paraboly ihned lze poznati polohu
bodu hledic k parabole dané Iiditellkou a ohniskem. Mysleme si, Ze
bod P se pohybuje na kruhu, jehoz stied je ohnigko J7, tu je patrno,

%e vzdalenost bodu od olniska je % nes vzdilenost jeho od Fiditelky

dle toho, le#-1i bod mimo pargbolu, na parabole neb uvnité paraboly.

Provodi¢ bodu paraboly a jeji riditelka.

94. Dle vyméru paraboly rovnaji se délky PN a P,
tedy je (él 91, ), piSeme-li PF =y, :

r=- + @ , (3)
a rovnice plisluéné Fiditelky D G je za pritinou
' : OD=—-0F
(obr. 59.) e=—2 (4)

Z rovnice (3) opét shleddvime, Ze vzddlenosf ohniska
F (ﬁ, O) od Ikteréhokoli bodu P(:z;, y) paraboly racionalné *)

vyjadiiti miZeme tGselkou tohoto bodw

Parabola a primka.

95, Priiseky paraboly dané rovnici
yr=2pa, (1)
o pimky, jejiz rovnice je y = Az +n, (2)
majf souradnice vyhovujici ob&ma rovnicim souéasné; obdrZime
je tedy Telice dané rovnice dle z a y. Vyloutime-li y, na-
jdeme spoifddavie vysledek dle moenin dseéky x .
A2 z* —2(p— An) 2+ n=0. (3)
;¥ Vyehéizi to i piimo, nebot je S
ﬁz=(x-———) —{-—y-—('l'———) +2pm=— (m—\-p)
Srovnej &l 5.1 77.
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Kofeny z, z, teto kvadratické rovnice jsou tsetky O M,
O M" (obr. 62.) prisekh P’ a P piimky (2) s parabolou (1).
ReSenim obdrZfme jejich hodnoty
_p—AntV pm
A~
a pifsluiné poradny podivd rov-
nice (2). Refenim (4) plyne, e
jsou oba priseky realné nebo jsou
pomyslné dle toho, je-li
p(p—24n) 20.
Je-li p—24n=0,
splyvaji oba priiseky, t. j. primka
{2) je tetna paraboly.
Tuto podminku dotyku pnm-
ky s parabolou snadno téZ geo- Obraz 62.
metricky vySetiiti miZeme. Be-
re-li se » jako kladné*), je OH=mn, a podmmkw dotyku vy-
jddruje, Ze pata H kolmice spusténé s ohniska na primku lezl
na ose Y, je-li tato pifmka teénou paraboly.
V plipadé A =0 je pfimka (2) rovnobéina s osou tsetek
a jelikoz tu Cinitel u 22 v rovnici (8) mizf,**) vyplyva z toho,
Ze je jeden prisek v nekoneéné vzddlenosti a tisedka dxuheho
priseku, jenZ se nachazi v koneénu, je :

4)

n2
- 2 (p—Any
Ulohy. 1. Sestroj paraboly  y2==4uam, y1=—%m.
2. Vyfetii pololm bodi (1,1), (2,1); (8,1) vzhledem k parabole
Yr=20n . ‘

3. Uréi délku tetwy jdouei ohniskem paraboly y2==4 2 pod Ghlem
459 k ose usedel,

4. Urtiti jest smérnice A4 1)umk5 y=Ax-4 z podminky, %e
piimka tato ma bfti tecna paraboly y?*=4a.

5. Urtiti jest z té%e podminky % v rovnici piimky =2z n.

* Kdyby byle p ziporué, jevila by se parabola v obrazci otoéenn. -
kolem vecholu O o 1800 Srovnej &l 92. . :
) Viz pozndmku k &, 79.
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Seéna‘,‘ teéna, normala.

96. Z rovnice spojnice dvou bodt
P y) PGy,

§ il

totiz. y—y’:%—_——ym(x~m’)‘

obdrZime rovnici seény, protinajici parabolu v bodech P, P
vyjadiime-li smémm y — gyt

h 2= LE_/

spojnice PP P z podminky, Ze body P’ a P! lei na para-
. -bO].EI Plati tu o ?/12 - 21) a";/, ?///2 — 21) x//’ (1)

a-z rozdilu téchto rovnic obdrZime

y -y 2R

P ?// + ?/“ ‘
jalto hodnotu smérnice seény- f” P paraboly, a tim je rovnice

této selny (6 — o) ©
Y +J“ e

- Splyne-li nyni bod 2 s bodem P, piejde setna ve teénu
paraboly bbdu P’ a rovnici jeji obdrZime, kladouce v rovnici
(2) ' =y, &mZ privé analyticky splynutf obou bodi vyji-
diujeme. Jest tedy rovnice teény bodu P paraboly

P o
y—y' ==, (3)
nebo znésobime-li Jmenovatclem ‘vzhledem k rovnici (1)

vy =p @+ ). (4)
‘ Poznimka. Na zikladé: ¢l. 96. miizeme rovnici teény vyvi-
. nouti touZ cestou, jako v poznimce k L 80. pro ellipsu provedeno.
Primka y= Az » probihd bodem P, je tedy y'=dz'tn,
. & jsoue tetnou paraboly J"—Q_‘p x, vyhovuje rovnici p—24 n=0.

Z téchto dvou podminednjch rovuic lze uréiti velitiny 4 i =, &imz
. 1 teému,  Mame-H urdit] tedou, jejiz smérnice je ddna A, je

y—y=

p
n=g a tim je y-—..i"c—}-,u1

rovnice hledané teény, MiZeme tedy jedinou tednu pwraboly seerOJltl
rovnobéznou’ s danou pimkow. ‘



=105 —

97. Normala bodu P’ paraboly je pfimka jdéuci timto
bodem kolmo na teénu téhoz bodu. Tim je smérnice normaly

yl

p’

: [
rovnice jeji je y—y=— L;/?— (x — 2. | ()

98. Sestrojeni teény a normaly paraboly plyne piimo
e

z rovnice tetny (4). Jest totiZ I gsek ‘teény bodu (2 ¥

2
na ose Y, nebot Je (obr. 62.)
0H= px _ y‘
yT 20
a uvazivie, e ATOH~ATM P,
obdrzime TO0=0M"

Prodlouzimetli M’ O o vlastni délku, obdr¥me bod VA
a spojnice 7'P' je hledand tetna paraboly v bodé P

II. DaleJe
ITF= TO—{-OF_w—{--——PF

(¢l. 91.), z CehoZ opét Jmé jednoduché sos‘rloJeni telny plyne

Sestrojime totiz kruh z olniska F polomérem P’ F, jenz pro-

tind osu paraboly ve dvou bodech 7, N. Spojnice préseku 1

mimo parabolu s bodem P je telna a sp031110e N P je nor-
mala bodu P’

I, Jelikoz je TH= HP’, je FH1 TP, HwmZ yy-
chézi znimd jiz vlastnost (Cl. 95.), Ze ,pata. kolmice, na teénu
paraboly s ohniska sputensd, lei na vrcholové telné pamboly

TV. Z trojuhelniku rovnoramenného PTF 1)1yne, Ze ie
XPTF=xXFPTI ,

t. j. tetna uzavird s plovodlcem svého bodu dotyku a s osou
paraboly ty# thel. JelikoZ @hel teény s piimkou jdoucl bodem
dotyku rovnobdmé k ose paraboly rovnd se thIn tecny téhoZ

bodw s osou paraboly, vysvitd, Ze je - \

xI'P' X' = <):TP’F
Uloha. Kteral - upotiebiti této VldStnObtl, bychom sestrojili
tegnu paraboly v daném bodé?
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V. Body soumérné k ohnisku paraboly vzhledem k jejim
tetndm leZi na Yiditelce paraboly, mebo je-li G soumérny bod
ohniska vzhledem ku teéné Lodu P/, je

FH=HQ@®, tedyje FO=0D;
tisetka bodu @G je stdld, rovnajic se —%— (€1, 94.).

99. Teéna sestrojend z damého bodu na para-
bolu. Rovnice primky jdouci bodem. L (z,, #) je

y—h=4d(@z—-mn) aneb y=dz+(yn—4d2) (6)

’ Uréfme-li smérnici jej{ z podminky dotyku (¢l. 95.), bude
tato pifmka teénou paraboly. Pi¥eme-li v tu podminku

n=1y, — Az, je

p—2A4(y, —Ax)=0 aneb 2m,A~—-2ylA+p =0.
Z této kvadratické rovnice obdr#ime dvé hodnoty pro 4,

totiz , PR —
S A=Y +V?/21x— 210_501 1))

Mizeme tedy z bodu (z, #) dvé tetny na parabolu
sestrojiti, jeZ jsou realné neb pomyslné dle toho, je-li

y12 — 2.2) Zy 2 01
1. j. leZi-li bod L (=, ) mimo uneb uvnitf paraboly (&l 93.).
Lezi-li bod L na parabole, je %2 —2pz =0, obé tetny
- splyvaji v jednu, t. j. bodem palaboly muZeme pouze jedinou
- tetnu vésti. Pléice Y,
v rovnici 6., v pfipad& tomto obdrZime opdt rovnici tetny (4).
Co se tkne sestrojen! teden z bodu L mna parabolu,
(obr: 62.), uréime nejdifve soumérné body G, G’ ohniska vzhle-
dem k t&mto tedndm jako priseky ¥iditelky (&l 98, V.) s kru-
hem opsanym z bodu L polomérem L F (neb LF=LG).
Kolmice s bodu L na F G a F & spufténé, jsou hledané
teény. RovnobéZky vedené body G a G kn ose paraboly
urtuji body dotyku téch teen.
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100.  Uhel & teen sestrojenych z bodu L ma parabolu
obdrZzime, pidice A = \/m

c s _ 2A
z rovnice (7): tgd‘_—-w T
LeZi-li bod na riditelce, je 2z +p=o0, tedy 0= 909,
t. j. misto bodfi, z nichZ telny sestrojené na parabolu stoj{ na
sohé kolmo, je fiditelka paraboly.
IfIlohy. 1. Najdi smérnici spojnice bodi (1, 2), (4, 4) paraboly
y*=4z; kierd je vzddlenost té sedny od ohniska paraboly?

2. Urtiti jest rovnice telen zmindnjch bodd paraboly wlohy 1.,
jaloz i dhel tdchto teden.

8. Najdi rovumice normal tjchz bodd s soutadnice jejich prisekd.

4. Najdi rovmice teden sestrojenych z bodu (—1, 8) na parabolu
y*=4 = Najdl sowradnice boddt dotyku tdchto tedem, _]akw i thel,
Jjejz uzaviraji.

Délka tangenty, subtangenty, normaly, subnormaly.

101. - Rozdfl (x — ') v rovnici teény (8) bodu P’ (2 y’)‘
paraboly podivd délku subtangenty M’ T' (obr. 62.), piSeme-li
vof y=o (srv. &l 65..i 83.). Urtfme takto ‘

S: M T = - % — 92 .Z
Podobné obdrZime z rovnice normaly (5) délku subnormaly -
M'N, totiz S, =p.

‘Rovnd se tedy délka subtangenty boduw paraboly dvoj-
nésobné fdsefce téhoZ bodu a subnormala pro viechny body
paraboly je stdlé délky rovnajief se poloparametru paraboly.
Vysledek tento plyne jiZ z ¢ldnku. 98., nebof jest

$fe=M'T=2M'0=—24
a Sy=MN=TN-TM=2TF-T0)=2.0F=p.
Délky tetny P’ 7 a normaly P’ N obdrZime nyni Pythagoro-

~vou pouCI\ou 7z pravothlych trojuhelnikil

PPMT a P'MAN.

Uloha. Kterak sesirojime teduu v bods paraboly na zéx]dadé
vlastnosti subtangenty nebo subnormaly paraboly?



o~ 108 —

Praméry paraboly.

102. Stiedy rovnobéznych t&tiv paraboly lezi na primce,
~ kterou jmenujeme priimér para-
“boly. Budiz P, P, (obr. 63.) jedna
z tétiv rovnobézaych, danych smér-
nief 4 a
o y=de+n )
jeji rovnice. Bod ¢ budiz stied
tétivy P, Dy, t. j. stied vzddlenostt
prisekdl primky (1) s parabolon
y*=2pux. (2)
Usetku jeho obdrzime (srova. Obiaz 68
¢l. 67.) z rovnice 3. Cldnkn 95.;
jest totiz

_&tz p—dn

a plislund potfaduna # vychdzi z rovnice (1), jest
} _ L N '
n=-T (39

“JelikoZ poradua stiedu tétivy nevisi na veliting =, pii-
‘slugi stfedfim vSech rovnobénych tétiv tdZ pofadna, t.j. stiedy
rovnobéznych tétiv lezi na piimee, (vyjadiené rovnici [38])
rovnobéZné s osou paraboly. Piimka tato je priimérem para-
boly, jenz je prlidruZen. ku rovnohéZnym tétivim danym
smérnici . . _ - -

7 vovnice (31) plyne, Ze kaidy primér paraboly je rovno-

héZny s osou 'paraboly. Ddle plyne z té rovnice 4 = %— Jest

viak (€l. 96.) %;— smérnice teény onoho bodu paraboly, jeloZ

e ~je pofadna %, a to je prisek O priméru s parabolou; tedy je

tetna krajného ‘bodu priméru paraboly rovnobéZna s tétivami
onomu priméru pridruZenymi.
Jelikoz json priiméry paraboly rovnobéZné s osou, je

y@ee=A=L,
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a tim je A=o0 pro n=o, t.j. osa paraboly je jediny pru-
mér, jenZ kolmo puli sobé piidruZené tdtivy.

Uvedenyjch vlastnosti priméru paraboly upotiebiti mizeme
piihodné ku konstruktivnému feSeni riznych dloh. Na pi.:
Mi se sestrojiti tefna paraboly rovnobézud s danou pifmkou.
Spojnice stieddl dvou tétiv rovnobé&Znyeh k dané piimce sele
parabolu v bod& dotyku hledané telny. (Ostatné plyne téi
sestrojeni této tefny jako zvldStni plipad &l 99., kdy je bod

L bé&iny, din smérem primky Rovnici té teény viz v po--
. zndmcee k El. 96.)

103. Zvohne nynf primér O’ X' paraboly za osu dsedek
a tetnu O'Y' krajniho jeho bodu O’ jako osu pofaden nové
soustavy soufadnic, kterdZ je patrné kosothld, ueb jsou-li
(¢, b) soutadnice nového politku 0/, je (&l 102.)

tg X0 T =L

Transformaci soufadnic na nové osy vykondme tim, Ze
nejprve rovnohézné podineme osy soutadnic na novy poditek O’
nateZ ototime osu pofaden, aby splynula s tefnou paraboly
-bodu O'. Posinuti os do politku O’ vykondme (Cl. 18., rov. 1.)

pisice o z=atw, y=b+y.
~ Uvizivie, Ze bod "0’ je bodem paraboly, tedy Ze platf
*=2pa,
obdrZime y:+2by, =2pa. ‘ 4)

Na kosotihlou soustayn X' O'Y' prejdeme nyni otdtkou
0Sy %, co% analyticky vykondme pomoci vzorch (4) dlanka 13.,
v nich# tieba pouze « =0 psiti, meho se zde osa dsetek
neméni. Budou tedy . :
: xn =z + 9y cos @,
%)=y sin O,
zminéné transformaéni vzorce,*) v nichZ znali
| ®=xXX0Y"

*) V obrazei nafiem splfvi X; s osou X', Soufadnice téhoZ boduw
aviak vztazendho na dvd rozlitné soustavy li¥fme &drkou pi ple-
c¢hodu. Po vylounané transformaei netbeba bréti zictele jiz na dif- -

(8)



— 110 —
Uvedée hodnoty tyte do vovnice (4), obdrZime vyzhledem k tomu,
e je - bsin @ =pcos @, (6)
' yrsin*®=2pux, M

hledanou rovnici paraboly v nové kosothlé soustavé, jeZ nabude
tvaru rovnice vrcholové

y*=2p
- pifeme-li "= (8)
Co se tkne geometrického vyznamu  velidiny p,, plyne
z rovnice (6) Ly p? '
S~ 6= To 8t
b*+p* .

Dosadime-li hodnotu tuto do rovnice (8), obdrZime vzhledem
k tomu, Ze je 0t=2ap,

m=2 (d + —%)
Die &, 91. je DM/:H%:FO',
tedy je S . p=2F0.

Veli¢ina 2 p, jmenuje se parametr priméru paraboly,
jej% jsme udinili osou dsedek. I shleddvdme, Ze parametr pri-
méru paraboly se rovnd &tyfnisobné vzdilenosti ohniska od
krajnfho hodu toho priméru.

Plocha paraboly.

104. Jsouli P!, P dva velmi blizké hody paraboly
(obr. 64.), tak e obloudek jeji PP’ tém&f s tétivon P P
splyvé, neli§i se skoro prouZek plochy paraboly omezeny po-
fadnami bodd P a P, osou dselek a oblontkem P P od
plochy lichobhéZniku gz gpv pie pr = T.

TotéZ plati i hledic k lichobézniku
NI l_)l PII NII - t.

—
vEj4i osy. souindnicové a miZeme opdt za -soutadnice libovolného
bodu paraboly psiti @, y misto a’, .
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Jest-li v8ak

T=3@" — ) + gy, %E ........... 2
t=3 " —y) (@ + ), i g
" tedy je . {
L ol 4ot gt — gy
T = ,;;/ j_- ;jr/ ) z// — z/' (1) \
Pfi parabole je (¢l 96.) '
yll . yl _ 219
=Ty 4" Obroz 64.
proteZ mizeme rovnici (1) pséti
'_'1 —t— _ 217 (ml _+_ ;23”) (2
| T= "G/ )

~ Jelikoz dle toho, co jsme za nesmirné maly obloutek

P/ P uvedli, stied toho oblou¢ku téZ jako stied jeho tétivy

briti mZeme, je pak, jsou-li & = soutadnice toho stiedu,
2f=2'+ 2", 29=9 +4¢",

t _pé
_1—7—‘ - nﬂa ) ‘ . (3)
Aviak stfed obloufku pifslusi parabole, protoZ je
n*=2pé,
tim pirechdzi rovnice (8) ve IT'=2¢ )

‘Rozdé&lime-li nyn{ plochy OPM a O PN na samé po-
dobné lichobdzniky 7' a ¢, obdrZime setenim téch lichob&Znikd
OPM=20PN. (5)
Jest v¥ak OMPN=0PM+OPN=zy,
prote# je vzhledem k piedchdzejici rovnici
80PN=zy aneh OPN=1luy,
tim je: OPM=2%zy. (6)

~ Rovnice kuzelosetek v souFadnicich polarnych.

105. Kruhb, ellipsu, hyperbolu a pa.ra'bolu jmenujeme
dohromady kuZelosefky, kteréZ pojmenovini pozdéji bude
-odfivodnéno.
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Budiz KL st kuelosetky.
Ohnisko jeji F' (obr. 65.) zvolme
za pol polarnych soufadnic a kol-
mici spusténou  na - fiditelku pii- : b
sludnou tomu olmisku zvolme za
polarnou osu. Soutadnice polarné z
bodu. £ kuZeloseéky jsou ,

FP=v», XDFP=g. , Obraz 65.
Seznali Jsme (55, 77, 90), Ze je

[ )
[ T

kded jo &= —2—. Jest viak *)
. PN=FD-FM . FD=2=L
ddle plati FM=rcosg, o

1

- tedy je: ;,PN:%—%cosgo,
.coZ dogazeno do rovnice (1), davd .
r= e(lz— — 7 €08 tp),

3 - P . o
z &eho? plyne r=q Teavg (2)
jakoZto rovnice -kuZelosedky v sowfadnicich polarnych. Je-li
&< 1, zadl rovnice (2) ellipsu, pro "&¢>1 hyperbolu a pro

e=1 vyjddiuje tatd rovnice parabolu a je-li &=10, kruh.

*) Znad{-li O sned ItuZelosed-
ky, je pro ellipsu (obr. 89.)
FD=0D-—017=7-e=%‘
Totéz plati pro hyperbolu
(obr. 66.). Jest tu
PN=FD—FM

a PD—~ b =2
¢ & '
Pro parabolu je (&L 90.) “Obraz 66,

e=1 a FD=p.
Obr. 59, myslime si zde totiz pootowny olkolo \lcholu 0 -180°,
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Z rovnice (2) vychdzi, Ze jeden druh kuZelosetky ve
druby prechdz{ promd&nou vystiednosti a Ze je parabola na
rozhrani ellips a hyperbol. Tato vzdjemnost ellipsy, hyperboly,
paraboly a kruhu vyjddfena spoletnou rovnici (2) dochézf svého
yjrazu i ve spoletném pojmenovéini kuzelosedek, jim# soudasné
i spoleény geometricky plivod jejich, jak dole bude dokAzéno,
vyznadujeme. ’ ‘ :

Pozndmka. Rovnice (2) znadi pii &> 1 jednu vétev hyper-
holy, totiz vdtev KL (obr. 66.). Kdyby Lod P’ lezel na druhé vétvi,
plyne z vymérn hyperboly FP!=sr—2¢a; dile za piidinou.

rp=Y, . po-2

e
je N’P‘=o‘cosq:——%ﬁ-—éi~—b-,
. N . ., P .
coz vlozeno do rovnice (1), totiZ s Tk ddvi:
AR
"1 eeos g ~ @)

Polarnému ahln @ piislugi dle rovnice (2) bod P hyperboly
a zrovnice (8) bod P‘. AvSak, pifeme-li 180+ ¢ ‘misto ¢ do rov-
nice (2), obdrzime ziporné provodié F Py, jojz méme ve smyslu opad-
ném odmdtitl. Aviak z rovnice (3) vysvitd, %e tim obdrzime bod P',
7 CeloZ patruo, e rovnice (2) obé vétve vyjadiuje pro kladné hodnoty
provodiée body vétve K L, pro zdporné.lhoduoty provodife (jez tu
v opaéném smyslu ofméinjeme) body drubé vétve hyperboly.

0 vzajemném vztahu kuZelosetek.

106. Vrcholovd rovnice
ellipsy je = 2}_;95—%50’-’,
paraboly , »*=2pa, ‘ (1)
hyperboly , #*= 215:5—}-%@'? ‘
Vrchiolovd rovnice ’kuZeloseéky viibec je tedy:
yri=mae+ nat (2)
a dle tolio, je-li #n % 0, znadi potahmo ellipsn, paraboln nebo '

Zahrodnik, Analytickd geometrie. . . 8



— 114 —

hyperbolu. Ellipsa piisludnd hodnoté » = — 1, mé stejné osy,
jest kruh, jehoZ je prémér m.

a9

Tak jest na piiklad g*=4z— % rovnice ellipsy, osy

jeji json a=8, b =4, vystiednost délkovi e =4V'3, a para-
metr p=2.

Ze je parabola mezny piipad jak ellipsy tak i hyperboly,
vychdzi jiz z rovnic (1). V nasledujicim blize vySetiime pomér
tento paraboly ku ellipse nebo hyperhole. Budi# d vzddlenost
ohniska I ellipsy od pfilehlého vrcholu O, tu je

a:d+m
nisledkem é&ehoZ je
br=at—er=d2a+d),

a tim ‘ _p:d(Z-{--g--),

Roste-li nyni velkéd osa,

aniz se tim d méni, obdréfme  # Kea
p=2d pro y=oo. ¢ /Em
Rovnice vrcholovd ellipsy L —
\ :
Yr=2px— Loy "
. ‘ a .Y AL F\ X
prechdzi v piipadé tomnto vrov- a N
nici paraboly ‘ .
y*=4dduzx. ‘
Miizeme tedy povaZovati pa- AN
rabolu jako ellipsu s nesmfrné Obraz 67, °

velkou hlayni osou. Stejnou
tivahou plyne totéZz i z rovnice hyperboly.

107. Uvedeny pfechod téz geometncky vychdzi. Vy-
mérnd vlastnost ellipsy

1

Yoo IM"P+PF=24=GF

(obr. 67.), kteron mbZeme téZ psdti
FP=GF—-PF=GP,

prechizi pro ¢ = oo ve vymérnou vlastnost paraboly, neb &dst

kruhu Ka. v konefnu prechdzi ve primku B H' kolmou na
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hlavni osu a pfimka G P ve kolmici G P! na B H'. Pred-
pokladdme opét jako v predchédzejicim Eldnku, Ze vrchol O,
i ohnisko F', tim i prfsek B kruhu XK, s osou X polohu
svou neméni, roste-li velkd osa ellipsy a.

Historicka pozndmka. Prvy, jenZ se bavil kuZeloseckami
a jich pii Te#enf tloh upotlebil, byl Menaechmus. Pimy kuZel kru-
hovy protal rovinou kolmo na stranun kuZele. Tim gzpfisobem obdrZel
tii druhy kuZelosetek (triady Menaechmovy) dle toho, byl-li kugel
ostry, pravoihly nebo tupy. Aristaeus (il as 850 pt. Kr.) pojmenoval
tyto tii druby kuzelosedek dle jejich vzniku Tez ostrodhlého
kuZzele (ellipsa), ez pravotihlého kuzele (parabola), fez tupo-
ihlého kuzele (hyperbola). Teprvé veleduch Apolloniug z Pergy
(zil as 240 pi. Kr.), kterého staff véfm pravem poctili jménem vellkého
geometra, dokédzal, Ze mfizeme lterfkoli druh kuZelosetky na jednom
© kuzeli, necht jiz je piimy nebo kosy, abdrzeti, Od ného pochizcji
jména ellipsa, hyperbola, parabola; vatahujit se na vlastnost
kuzeloselek, jiz vyjadiuje vrcholavd voviice, kteron Apollonius srov-
nalostmi nalirazoje. Pivod jmen samych lezi ve-trech vEtdeh, leterd
Euklid ve svych zdkladech uvddi, Pi parabole ravnid se obdélnik
2px zpavametru a usecky, Stverci nad pofadinou t. j. y2. Postaviti
nad zilladnou 2p obdélufk, jehoz plocha by se cele rovnala dané
plode, zove Buklid muoufcllew; odtud jméno parabola. Pii ellipse je -
yr={2p —ajx,
t. j. sestrojime-1i nad tGsetkou O M bodu P obdélnfle O M @ N, jehoz
plocha by se rovnala &tverci potaduy téhoZ bodu, vybyvd — &Adelmey —
z parametrn 2p na vyikn ON &istha e=CN té vlastnosti, - ze
obdélnik « .z, jenz predchizejici ohdélnilt na 2pax dopliuje je po-
dobnym obdélnfku z velkké osy a parametru, t. j.

w:x=2p:2a (obr. GB.).
. o p——d
(ﬁ;“_\_ja_ 3 7 — 2
- =
2y P¥\.‘\ 5w ap i
(. ' £ \\ 4 (Y
) - |
\—/ ~ \ B *
- .

Obraz 68. v Obraz G9.

Pii hyperbole y°==(2p-+ «)x Dplesahuje — Imesgfdillery —
viska ohdélniku OM QN nad Gseckoun OM bodu P sestrojeného
g
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(obr. 69.), jehoz plocha: by se rovnala Gtverci pofadny téhoz bodu,
délku parametru o ‘gdstku e==CN té vlastnosti, Ze obdélnik wz;
o kterj predchizcjict obdélnik pPesahuje obdélnik 2pw, je podobny
obdélniku z velkké osy a parametrn, je totiz

care=2p:2a.
Prisluéné véty, k nimi -tato vlastnost ellipsy a hyperboly  se tdhne,
nalezdme arci v Bullidovich zfkladech, aviak vzddlili bychom- se =
pravdy, chtéjice pripisovati-Euklidovi zns’unosﬁ kuzelosecek jako geo-
metrickfeh mist v roviné.

Dodatek ku geometrii kuzelosecek

108. Elllpsa, hyperbola a parabola jsou kkivky stupné
druhcho t. j. analyticky vyjadiujeme je rovnicemi stupné druhého

. v soufadnieich proménlivého bodu. K¥ivky tyto pojmenovali jsme souhrnd

kuzelosedky. Dokazeme nyui, Ze
I kazdé kuZeloselka t. j. prisek roviny s kuZelem (kruhovim), je
" bud ellipsa bud hyperbola bud parabola, a Ze
II. kazdd kiivka vyjadiend rovnici stupné druhého v souniadnicich x
a y je kuzelosetka.

'109. Kazdi kuzelosedka je bud ellipsa bud Lyper-
hola bud parabola,

Rovinu kuZelosedky jmenujeme rovinu seénon. Na tuto rovinu se-
strojme rovinu kolmou, jdouef osoun ku- ‘
zelu. V'V (obr. 70.), kterdZ protind ro-
vinu sefnon v pifmee 4B -a kuZel ve
obou strandch (povrchovyeh pifmkéch)
VA4, VB, . Zde tteba rozeznivati tré
pifpadf, bud sele rovina seinid &) jeden
plast bud f) 14§té luZele, jehoz
strany si myslimeiémezend, hud yp) ro-
vina sefnd je ku jedné strand kuZele
rovnobdéina. _

K viili jednoduchosti dokazeme vie et T

na kugeli pi{mém. i T e
@) V prvém piipadd (obr. 70.) se- -7( T
\

strojme dvé koule, které se dotykaji ro- v’

. viny setné v bodech F a F, a LuZele

v kruzieh C L ¢, D I* D', jejich# roviny Obraz 70.
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jsou kolmy ma osu kuzele, tedy na vzajem rovnobdzny, Budiz P libo-
volny Dod kuzelosetky; strana kuzele VP dotykd- se obou kouli v Do-
dech L a L. Spojuice bodu P s body dotykn I a F*, kouli s rovinou
sednou jsou teény ku koulim. Jaest hledic k horni kouli

, FP=LP

a hledic kn dolni kouli je F*P=1I1'P.

Seltenim obou rovnic obdr#ime - :

PP+ I"P=LP+I/P 8]

A jeliko# soudet délek L P a IL'P rovnd se délee I I, kteri
nezivisle na poloze bodu P mna kuzelosetce je stdld, rovmajic sc 7D,
je soudet vzddlenosti bodu kuZelosedky od dvou pevnfch bodf stalf, t. j.
kuzelosetka je v piipadé tomto ellipsa, jiz pifsludeji body I a F'
jako ohniska a jejiz velkd osa jo A4 B(=CD). IR

Rovina selnd mfze byti v pifpadé tomto i kolma na osu kuZele,
aviak tu splyvajl ohmiska ellipsy F, I v bod jedinf, jenz je stfedem -
kruhu, ve ktery ellipsa v piipadé, tomto piechizi.

gy V- druhém piipadé (obr. 71.),
gede rovina sednd oba plasté kuzele, Se-
strojime-li podobné dvé koule dotjlkajict
se roviny seéné i kuzele, obdrzime

IFP=LP I'P=L'P,
prodez je

FMP—FP=L'P—LZP

Rozdil délek I/ P a L P rovnd
se délee L L/, kterdZ je uezdvisla ua
poloze bodu P na kuZelosedce. Rozdil
vzddlenosti bodu kuzeloseéky od dvou
pevnych boddt méli stdlou délku, t. j.

“kuzelosetka je v pripadé tomto hyper-
bola.

y) V thetim piipadé konedné je rovina
setnd rovnobéZna s jednou stranou kuzele, na
pit. V(' (obr. 72.). OpiSme tu opét kouli,
IterdZ se dotykd roviny setné v bodé I a ku-
‘%ele v kruhu €L €', Rovina tohoto kruhu seée
rovinu seénou ve piimee D FE. Z bodun kuZelo-
seCky P spustme na piimku D E kolmici PE.
Strana kuzele ¥ P. probiligjie bodem P sede
vovinu doty@uélho kruhu v bodé L, tedy je

PF=2PL, (1)

Jelikoz je BP|| A B V', le piimky ; v

EP, V(G a VP vtée roving a body O Obraz 72.
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L, B vtéze piimee, priseku to roviny dotydného kruhu s predchizejici

rovinou, Av$ak trojuhelniky PLE & VL' jsou podobny, a
VL=VC' protes jetés PL=PE

a za piftinou rovmice (1) je: PF=PE

t. j. vzddlenosti bodd kuZelosetky od pevného bodu F' a pevné piimky

D I se rovnaji, t. j. kuzelosetka je v piipadé tomto parabola, jiF pif-

slugi bod ¥ jako olnisko a piimka D & jako Fiditelka.

Dokézali jsme, %e kazdému préseku roviny s kuzelem, t. j. kazdé
kuZelosedee jedna z vlastnosti piislugi, jimi% jsme ellipsu, hyperbolu a pa-
rabolu vyméiili, t. j. kazd4d knZelosefka je bud ellipsa bud hyperbola bud
parabola. ‘

Parabola lezi op&t na rozhrani ellips a hyperbol, jeZ obdriime,
otadi-li se rovina sednd kolem pifinky stojici kolmo na strané lmZzele.

110. Kazd4 kiivka druhého stupné je kuZeloselka.
Obecnd rovnice Ikivky druhého stupnd*) je

ax?+2baytcy*+t2det2ey+ =0, (1)
kdez mohou byti velitiny, @, b, ... kladné, zdporné aneb i rovné nulle;
aviak soudasnd nesmi se velidiny a, &, ¢ rovoati nulle, nebof by pak
rovnice (1) plestala Dbyti stupnd druhého. Cinitel 2 jest k nékolika ¢&le-
nfim piipojen, bychom se vylnuli zlomkém,

Vime, %e se transformaci méni tvar rovnice kiivky, aniz by se tim
stupeit jejl zménil (€. 17.). Uréime tedy polohu novych os soufadnic, by
rovnice kiivky vztaZend ua tyto osy byla co moZna nejjeduodussdi.

I Rovuob&iné podinuti os na novy potdtek (g, 5) vystineme ana-
Iyticky -dosadivie # 4 & misto  a y -4 misto ¥ do rovnice kiivky
(81, 18. 1), ¢im% obdrZime

ax?+2baxytcyrt+2dat2e¢y4- =0, (2)

kde% znadi:: d=a&4bn4d, 3)

e=0b&4cn4e

f=ag4-20En+en*+2dE+-2en4-f=(@A+d)E+(e--e)n-+F. - (4)

Rovnobéznym pofinutim os neméni se &initelé &lenfl stupné drulého,

a co se tkne &initeld prvého stupné miZeme novy politek (£, %) tak
urditi, by byle df == g' — (.

*) Tteba uvAZiti, #e znalf « a y ¢&isla, jimiz délky soufadnic téchto
vzliledem &k uréité jednotce délky # vyjAdinjeme. JeSto i stalé
velitiny @, o, ¢ ... f jsou &sla, vychdzl tim stejnorodost rov-
nice (1), Chtéjice uvésti- délky souiadnic do rovnice, nahradime

. R .
vai # a y poméry —, 4,

-

=z
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v pripadé tomto je

be—cd Al —
: §=az—2;’ «n=ac—.gze (5)
fredgpen ool te@oao tree=t)

a rovmice (2) nabude tvaru¥) ,
ax?-+2bxy ey =0 (7)

Transformace tato vyzaduje, by bylo ac— bzz 0.

Z rovnice (7) vychdzi, %e kazdému bodu kiivky (x, ) piislud sou-
mémy mu bod vzhledem k poddtkn soufadnic, nebo soubadnice jeho
{— @, — %) vyhovuji rovnici kiivky. Novy podétek je tedy stied kiivky.
Kdyby bylo a¢—02=0, byl by stied kiivky nekonetné vzdélen (rov. 8.),
protez transformace na stied nemona, ‘

Otodme nyn{ soustavu soubadnic o thel «, coz analyticky vystih-
neme tim, Ze pifeme v rovnici kiivky (7)

xcose—ysine misto x,

’ . x&n e -y cose misto y
(¢l. 18,, rov. 3.).

Spotadavie vysledek, obdrzime

o' @t 20wy 4 o'y =0, - ®
kdez znadi a'=qcos?oe 2D cosesing -t csinte,
¢'=astn® e — 2D cos o sin o« 4 ¢ cos? e, 9

20 =2bcos2a—(a—c)sin2a,
Urcime-li nyni dhel**) « z podminky, by bylo b'==0, tedy

20
‘ tg2a=a__c, (10)
nabude rovnice (8) kiivky v této nové soustavé tvaru
a'wt eyt 1 =0, &)

Z rovnice (11) vychdzi, #e je kiivka k novjm osdm soutadnic sou-
méma, t, j. osy soubadnic jsou osy kiivky. ‘

abd| o
*) Budiz tu podotknuto, Ze je fi=|2 c; :’b c"
|de

) Je-li o << % nejmensi ihel, jenz vyhovije 1'0y11ici (10), vyhovuje
téz dhel e« ; Oba tyto tihly uréuji smévy os kiivky. Zvo-
lime-li jednu osu za osu X, je druld oson ¥ nebo naopak. Oto-
¢ime-li osy soubadnic o o -1'-323 misto &, vymén{ se tim pouze

fisetka z poladnou y v rovnici (11),
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Pii otdfce o libovoluy thel «, obdrZime sedtenim a odeltenim
prvych dvou z rovuic (9)

a'+c¢=a+c,
S ' —c¢'=2bgm2a-4 (a—c)eos2e, (12)
R 20 =2bcos2 e — (0 —c)sini

je thet{ z rovnie (9). Odedteme-li nyni od Gtverce prvé z rovmnic (12)
goudet Gtvercht obou ostatnich, obdriime¥)
alcl_blﬁ__ac_b°
' PH otddce os sonfadnic ma osy kiivky je »'=o0, proto plati:
o +c=a'tec ac=ac—Db

t - souunltele @', ¢'-rovnice (11) obdrzime jako koteny kv'tdmtlcke
I’OVHICG —(at+o)r+(ac—0%)=0. . (14)

Mazeme nyni fiei: Je-li ac—02>0, t j. jsou-li kofeny rov-
nice (14), tedy @' i .¢’ tého# znaménka, je kfivka ellipsa, a to realnd
neh imaginarni dle toho, jsouli pedily f*:a’, f’:¢' ziporny nebo
kladny, Rovnaji-li se kofeny, mime kruh, Je-li f*=0, md rovnice (11}
Jjediné realné Tefeni =0, y=/{ 0 v kterém#to piipadé p1av1me, Ze se
ellipsa stihla na svij stled

Je-li ac— b2 <0, znamdnka kofenfl z rovnice (14), tedy i veliéin
a' 1 ¢ mnesouhlasi, pak vyjadiuje rovnice Lkfivky hyperbolu, kteriZ je
rovnostrannd, rovnaji-li se oba koteny co do velikosti, Je-li f'= o, roz-
padivé se hyperbola ve dvé pimlcy. k

II. Pri transformaci Iﬁ‘&dch‘émzejici vyloudili jsme phipad
ac—0b2=0,

V pripadé tomto nemiiZeme rovnobé¥nd podinouti osy soufadnic do stbedu
kiivky, jenZ je nekonednd vzdilen (vov. 5.). Za tou piidinon obritime zde
postup predchizejiciho plipadu, otodime totiZ nejdiive osy soutadnic, nadez
rovnobdznd posineme osy na novy poédtek, jehoz polohu uréime talk, aby
vislednd rovnice byla co nejjednodussd.

Za phinon @c¢—b?=0 milzeme nynf rovnici kiivky (1) pséti:

@VYatyVer+2dad-2¢y -+ Ff=0. (15) -

Ototime osy soufadnic kolem poéitkn o tihel e, jehoZ je

tga=—\/2,

e
anebo, jinymi slovy, zvolime pifmku

: sVatyVe=0
*#)- Rovnice ad+c=ate
a'c—Dbr=gc—0D?
plati, necht jiz zvolime osy jak ndm libo, nebo rovnobéZnym posi-
nutim: 0s neméni se Cinitelé élenﬁ druhého stupng vibec.
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Za novou osu soufadnic na pi. osn X, bude rovnice druhé osy, tedy osy Y.
‘ aVe—yVa=0. ‘
Soufaduice bodu (xz,'y) Iiivky, vztaZzené na nové osy json ,]eho
vzddlenosti @y, y; od tdchto os. Jest tedy:

aVat+yVe zVe —yVa
Y= __..../_:..____’ &y ==
Yate Va+te
z kterychzto rovnic obdrzime Fe$enim dle = a %
RALEIAD e _nVe—aVa
Vate ’ Vate
Dosadime-li hodunoty tyto do rovnice (15.), obdrzime rovnici kiivky
v novych souradnicich
(@+c) g+ 2d w4 26‘J1+f 0,
o\ _—
kdez znal  d :__l_c__i\_f‘_7 o — Va—eVe (17)
Vatc Vate
Po vykonané transformaci vynechdme &irky pii a a %, neptihliZe- .
jlce vice k difvEjifm osdm soufadnic; mfizeme pak psiti:

(at+cyr+2da+42ey+4f=0. (18)

(16)

DPofineme nyni osy souladnic na novy poditek (& 7), coZ analy: .

ticky vystihmeme, dosadice = 4+§ wmisto x a %4 misto -g.
Obdrzime takto
(6-+c)y+2dat2ey+ =0, (19)
kdeZ je = (a+c)n+¢ k
= (ato)pr2dE +2e'n 47
Urdime-li nynf novy podatek soufadnic z podminky, by bylo e ~0
f' =0, obdriime pro jeho soufadnice:

=Srarg Tmmare
V takto wrdenyeh soufadnicich nabude rovnice Liiviry (18) tvarn
(ede)yr+2da=0-
aneb ‘ yr=2pax, C(21)
& eVa—aVe

kdez je p=—a+c= e

(22)

*) Otatkon os, by vymizel &len 2y, miz soudasné v pripads
we—b2==0
té% bud 2 neb g2 Jeden kofen rovnice (14) je totiz zde roveid
nulle a hodnota druhého kotene je a---c.
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V pifpadd, Ze je ac—Db2=0, vyjadiuje obecns rovnice stupné
druhého tedy parabolu, jejiz parametr je din vovnici (22). V piipads,
Ze je d'=0, je téZ p =0, a parabola rozpadivd se ve dvé rovnobéiky
splyvajici s osou paraboly.

Tim jsme dokdzali, e tvar kiivek vyjidrenych obecuou rovmici (1)
visi na vyrazun A =ac¢—0% Je-i A >0, vyjadiuje rovnice (1) ellipsu,
pro A < 0 hyperboln, a v piipadé A =0 parabolu. Mimo kuZelosetlky
neni tedy jinfch kiivek stupné druhého.




Ulohy.

Geometrie bodu.

. Najdi vzdilenost bodu (8, 15) od potitku soufadnic.
Res: 17.
. Kterd je vzdalenost bodl (8, 15), (20, 21)?
Red: 6V/. ‘ ‘
. Vrcholy trojahelniku jsou (1, 2), (0, 8), (—3, 0), najdi
délky stran toho trojihelniku.

Res: 3, 2\/5, 3\%.
. Najdi soufadnice stiedu pfimky omezené body (2, b),
(6, 8). Ref: (4, 4).
. Najdi souiadnice st¥edli stran trojahelniku (2, 5), (4, 3),
(0, 1). Res: (3,4), (1,8), (2,2).
. DokaZ, Ze strany daného trojuhelniku jsou dvakrite tak
veliky, jako jsou strany trojahelniku, ktery tvori stfedy
stran daného trojahelniku.
. Uloha piedchizejfef md se provésti pro trOJﬁhelnik dany
tilohou (3).
. Dan je rovnob&nik (0, 0), (a, 0), (@, b), (, 0); najdi
soufadnice stledd dhlopiitek.

Re%: Pro obd uhlopiitky obdrZime soufadnice stiedu

(%, %), t. j. thlopiitky v rovnobéZniku se pill.
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.. Najdi soutadnice bodd, které déli spojnici bodi (2, 3),

(4, — ) na tii rovné dily. Red: (5, 1), (¥, ¥F)
DokaZ, %e bod (%', —%') leZi na spojnici bodit (2, 3),
(4, — 5).
Najdi soutadnice bodu, jenZ je s bodem (%, —%') har-
monicky sdruzen vzhledem k bodim (2, 3) a (4, —5).
Res: (2, — 7). Bod (%, — %) d&l spojnici bodd
(2, 8) a (4, —b) v poméru — 5, tedy je pomér bodu
harmonicky sdruzeného - 5.
Dén je trojihelnik (2, 2,), @y %), (23, ¥3). Najdi
soufadnice stiedu t&#né piimky jdouci vrcholem (u,, @)
22 + &y -+ 2 2;7/1+?/2+?/3)
4 ! 4 - '
Stfedy téZnych piimek daného trojihelniku stanovi troj-

~thelnik, jenz m4 s dangm trojthelnikem spoletné t&Zi&te.

Prodluz spojnici bodk A4 (3, 2), B (5, — 8) 0 jeji délku’
smérem -k bodu B a najdi soufadnice noveho koncového

40

3 LK) —
Res: 50—

9, O (—11, 18).

. Dény jsou dva vrcholy (1, 0), (b, 7) trojahelniku a-jeho
t8Ziste. (— 8, 4); mnajdi souradnice tfettho vrcholu.

e§: (— 15, —6).

‘.Které jsou soutadnice tietfho vrcholu trojahelniku, jehoz
je tE7iEEE v potitku. soufadnic a jehoZ druhé dva vrcholy

majl soutadnice (z,, 7,), (%, Yo)-
Red: [m =— (@ + @), ¥a=— (U + %))

‘.Na‘]dl plochu trojéhelntku (1, 2), (2, 3), (3 1)'

Re§: 20,
Najdi plochu trojthelnilu (a, b, @, c), (¢ a).
Ret: {[@d+betea)— (@ +3°+ el
.Ngt_icii plochu trojihelniku (a, &), (¢, —¢), (b, a).
Re§: 0% — g2

.N&Jdl plochu ctyfﬁhelniku (O 0), (5, 0), (4, 8), (1 4).

Re¥: 240,
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Geometrie pirimky.

Sestroj pfimky dané rovnicemi

¢) y=3z-+5, B y=38z—1,

) 32 —by+6=0, 0) 8xa—5y—-38=0,
Sved rovnice piimek piedchazejici tlohy na tvar

&) tusetkovy, #) uormalny.

Sestroj trojthelnfk, jehoZ strany jsou
—2z+y+5=0, x—3y+4=0, ba+2y—~5=0.
Bodem (z, y) v prvém kvadrantu ved piimku, kterdZ
tvofi s positivnymi osami soufadnic trojuhelnile dané plochy.

Re¥: Useky na oséch pifmky jdouel bodem (x,, %),

jsou gy, — Az, — y‘*_:# Znagi-li A danou plochn

trojuhelntky, je (3 — 4d2)*= —2A 4, 7 tehoy wdi A

Dvé Yefeni: A= —, A;w‘ >3y V piipadé
1 .

0 =2 =38 A=22 je 4, =-1, 4, =—9.
Najdi plochu trojuhelniku, ktery uzavird prfmka
8 —2y+6=0 sosami sontfadnic.
Res: Useky na osdch jsou 2, —3, profe A=380."
Najdi rovnice stran trojithelniku, jehoZ jsou vrcholy

. —1 2, (2 8), (—4,.5). '
Red: 2—-3y+7=0, x+y—1=0, .v+3?/~11*0

. Najdi rovnice t&Znych piimek trojthelniku

. (21 3)1 (41 ‘_ 5)a (“ 3v - 6)'
Res: —1Ta+3y+20=0, T2z+9y+17=0,
—5z+6y+21=0.

Urtéi vzddlenost poéitku soufadnic od pifmky
. bae+12y+7=0.
Re$: p=+5 : ‘

Urti vzdédlenost bodu (5, 1) od pifmky
§ ~ B4 15y —4=0.
Re§: p=23. ‘ :
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Urti délky vysek trojuhelnfkn (2, 1), (8, —2), (—4, —1).
Res: 2V'2, V10, 2V10.
Ktery thel uzavird primka
@) 3xz~2y+5=0, By be+6y—2=0
s osou X°? '
Uréi Ghel piimek —22+y+3=0, 324+y—2=0.
Re§: tgo=1.
Uréi ahel primek
—8z+by+4=0, —Tzx+6y-+10=0.
_ Ret: tgd=1.
Uréi dhly trojahelnfku (1, 1), (5, 2), (2, 4).
Uréi thly trojuhelniku
Sbx—y=13, B8x+y=9, DatTy=-—1
EILII je étyfﬁhelnik (xla Jl)a (x"a J2)1 (-1'31 ?/a); (xh ?/4)'
Urti thel dhlopiféek tohoho Ctyidhelniku.
Reg:
tyd = (O —Ys) (@2 — @) — (Y2 — ys) (&) — 3’3)
W — Ys) W — ya) + (&0 — 23) (0 — 2,)
Lezf-li vrcholy na pifmee, je =0, t. j.
(h — Y3) (@2 — 32) — (Y2 — ¥u) (m) — 23) = 0.
Bodem (8, 5) sestroj primku, kterdZz s piimkou
2z —8y+5=0
uzavird thel 45°.
Ref: y=52—10 anebo t6% y = — Lz -+ 3.
Najdi rovunici pifmky jdouei t&Zitem trojahelniku 4 (2, 8),
B (4, —5), C(—3, —6) rovnob&ind ku strand 4 B.
Najdi rovnice vydek trojthelniku (1, 2), (—1, 1), (—2, 3).
Ref: 22+y+1=0, 32—y+4=0, 2—2y+3=0.
Najdi vzdalenost rovnobéZek _ '
5.2?—12J+7-0 5xz—12y+15=0.
-Reé »= 137 = lga CZ:]J, —p:-l%
Najdi vzddlenost rovnobézek
T+ 24y —10=0, Tx 42
p=H, =

y+14 =
:4

25"

(Ll

&nk

)~
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Politek soufadnic je mezi rovnob&Zkami, tedy rovni se
vzdéalenost rovnobéZek soudtu vzdilenost! téch rovnobdZek

od potitku soutadnic (viz €. 26.). Pro p, = — 14, je
opét d=p —p=4t— (=1 =24 A

Najdi rovnici pffmky spufténé s bodu (—1, 2) kolmo na
pHmkn 52— 2y =5.

Re§: 224+5y—8=0. :
Dany trojuhelnfk md vrcholy (1, 2), (=1, 1), (3, 2).
Najdi rovnice pfimek vedenych vrcholy «) rovnobézné ku
protilehlym strandm, @) kolmo na protilehlé strany.

Bodem (5, 4) nechf se vedou rovnobdky s pifmkami
2x—y=3, brx+3y=286

~a urél sowradnice. vreholit takto vzniklého rovnobéiniku.

Najdi vovnice kolmic sestrojenych ve stiedech stran troj-
nhelnfku (2, 1), (8, —2), (—4, —1).

Re¥: Ta—y+2=0, 32+y+8=0, 8y—a+4=0.
Najdi rovnice piimek, jez ptli thly pifmek

S3z4+4y—9=0, 12245y —8=0.

Res: Jsou 72—9y+84=0, 92+7y—12=0.

Plyne z podminky
3u-+4y—9

122x4+5y—38
V122 52

=1

. Najdi soufadnice priiseku primek

Qe+3y="T, z—y=1

Re§: (2, 1)

Uréi prisek primek
y+azta*=0, y+dbx+b>=0,

Ref: (—(a+d), ab). \
Urti soutadnice vrcholll trojthelniku, jehoZ jsou strany:
r—2y+2=0, 2—y+1=0, 224+y—4=0.

Res: (0, 1), (—2, 0), (—5, 6).
Najdi plochu trojthelniku, jehoZ jsou strany «
#—5y+18=0, 52+7y+1=0, 32+y—9=0.

Reg: 160
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Najdi rovnici p¥imky jdouci prisekem piimelk

2z4y—-6=0, 3z—2y+5=0,

rovnobéZné s piimkou -2y +5=0.

Rei: 2 ~2y+7=0.
Najdi rovnici pitmky jdoucf bodem (1, —2) a priisekem
piimek y =2z -5, y=—ao 41
Ref: z—y=3.
Doka#, %e se vyiky trojithelniku sekou ve spoleéném bodé.
Re§: Rovnice vysky probfhajici vrcholem (z,, %) je:
(e ~2) (g —y) + (22 —23) (¢ — =) = 0.
Rovnice ostatnich vy$ek obdrzime cyklickon vyménou pif-
pon. Soufet rovnic vySek identicky rovnid se nnlle.

Téné pifmky trojihelnfku prochizeji bodem spoleénym.
Re$: Rovnice t&zné pifmley jdouct vrcholem (z;, ;) je:
Coy—zm—m)(Y—9)—Eon —9—w) (2 —2)=0.
Dalsi zavérek jak v plredchizejici (loze.
Dokaz piedchazejici dlohu vezma téZnou piimku probiha-
jief vreholem A za osu Y a spojnici obou ostatnich vrcholl
za osu X, -
Re: 4 (0 a), B (@, 0), C (— b, 0) jsou soufadnice

yrcholl a 2 =0, y= é—‘—l—(-,’v +a), y=-— gb; (r — a)

rovnice téZnych piimek. Spoletny prﬁsek je (0, ?)

Doka? tuf vétu vezma dvé strany - C A _fl =a, CB=10 2a ‘
08y soutadnic.

Reé Rovmce téanych pnmek v této soustavé souradnic

2%,y 2y o®_ Y ;

Jsoua—}-b_l, + "’a r = =0; 8po
l
3/)°
Kolmice ve stfedech stran trojahelnfku sestrojené probihajf
spoleénym bodern. :

letny priisek —g—,

Piimky, jez pili ahly trojuhelniku, . probthaji spoleénym
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Pro trojuhelntk (2, 8), (4, —5), (—8, —6) najdi sou-
fadnice spoletného priseku o) téZnfch p¥fmek, ) vysek,
) kolmic ve stfedech jeho stran, &) pifmek, jes pilf
jeho thly.

Urdi misto bodi, jichZ vzddlenosti od dvou pevnyech bodd
jsou rovny.

Re¥: Vezmi spojuici pevnych bodd za X a stied jejt
za polatek souradnic.
Najdi misto vrcholu trojihelnfku, dina-li jeho zakladna
a rozdil &tvercl ostatnich jelio stran.

Red: Vezmi zakladnu za X a stfed jeji za potitek
soufadnic.

Spojnice stfedn dhlopiidek lichob&/niku je rovnoh&Zna
s obéma zakladnami.

Priinka méni svou pololwm, pii femZ viak zlstiva soubet
jejich reciprokych wsekft na osich stilym. Dokaz, Ze ta
primka probihd stile pevnym bodem.

Na pifmce O X jsou dény dva body 4, B a na piimce

0 Y téZ dva body A', B’ tak, Ze je
OA+OB:OA’+OB’.

Najdi misto présekd pfimek 4 B’ a A'B.

Rovnobézka se zdkladnou trojihelniku pohybuje se smérem

od zikladny k protilehlému vrcholu. Priiseky jejf se stra-

nami spoj kiiZmo s protilehlymi vrcholy & najdi misto-

prisekd téch spojnic.

V trojihelnikn lezi prisek jeho vySek, téZnych pumek
a kolmic sestrojenjch ve stiedech stran na téZe piimce.
Najdi rovnici pifmky jdouei bodem (z,, ys), kteraZ by
spojmici bodu (z,%,), (%, 7s) délila v daném poméru 2.
% (W =) — 4 (s — ¥a)
Re§: T — Zy).
y=¥= (m3—xl)—l(¢3—;x2)(' )

. Urdi rovnici piimky jdoucf body (+', ¢*), (*“, ¢').

= _ o gin ((P“ _ (P')
Res: = sin (‘P — (PI) — T sin (‘P — (P“)'

Zahradnik, Analytickd geomotrie, 9
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Uréi tihel plimek
¢ o ¢
T casq:+ Z)sm?q'i = cosp b sing
= adl —a'd

Geometrie kruhu.

Uved rovnice kruhfi

o) 22+ yt—4y—5=0, B x2+2x+y*—3=0,

p) 22+t 422 —4y—1=0, O a*+y*—4o+14y=0
na tvar (x—a)*+ (y —Db)* =12 '

Sestroj kruhy dalohy 1.
Najdi rovnici kruhu, jenZ se dotykd osy X v bod& x =3
a jehoZ je polomér 5.

Re¥: (2 — 8)*+ (y — 5)* = 25.
Urti 151“1"1561{}' krubn 2*4+y*— 224 81 y— 8=0 ¢ osami
soufadnic.

. Najdi vovnici kruhu jdouctho body (2, 0), (3, 0), (1, 4).

Res: »*+y*~bae—Ly+6=0.

Najdi délku telny sestrojené z bodu. (8, 8) na krmh
(r4+1)*4+(y—2)*=3.

Ref: ¢=1
Urti priseky kruhu (z — )24 (y — O)v’ =256 s pTrimkou
4z +3y =35

Re§: Prfmka dotykd se krubu v bodé& (5, 5).
Najdi rovmice teden krulm =x*4 y*=8 rovuobéznych
s pifmkou 2245y —7=0. '
Urdi thel teCen z bodu (7, 12) na krah 2?4 yr=4 se-
strojenych.
Najdi tétivu dotyku tefen sestrojdn}"ch zbodu (4, 7) nma
kruh  2* 4 y* = 4.

Rek: da L+ Ty=14.
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Najdi podminku vedle které se piimka {ox+my +n=0
dotykd kruhu (z — a)® + (y — b)~ =2,
Be - Za+mb+n -
\/ Em:
Najdi rovnici tetny bodu (3, 4) mna kruhu a*+ y* = 25,
Ref: 8z +4y =25,
Najdi rovnici polary bodu (8, 4) vzhledem. ku kruhu

(& — 1)*+ (y + 2)* = 2.
Re§: w43y =8. :

SestloJ zbodu (1, —5) tetnu na kruh z*- y*=9.

Re¥: Rovnice tetny je y—1=A (z-+ 5), kdez A4
I—54 '
V144
dotyku obdrZime teSenim rovnie
E24yr=9, £—5g=09
Najdi rovnici teény z potdtku soufadnic na kruh
224+ yr—6ax—8y—21=0.

Red: Urdi A ve y=Aw, by piimka tato protinala
kruh ve dvou splyvajicich bodech. Vyhovuje tedy 4 pod-
mince (8444 +21(144%)=0:

Najdi rovnici kruhu, jenz probihaje bodem (2, 8), md
spoletnou chordalu s kruhy
24 yt—-22—-4y+9=0,
22+ y?—82+2y—6=0.
Ret: 224y +dr—40y+99=0.
Necht se najde misto vrcholu @hlu stélého O, jehoZ ra-
mena probihaji dvéma pevnymi body 4, B.
Red: Spojuice pevnych bodd budiz osou X, a st¥ed od
A B =2ua politkem soufadnic. Rovnice wista je

uréime z rovnice

=r; soutadnice (& n) bodu

2a N
x2+y2—709/—¢‘,~:

Najdi wisto bodu P (£, %), jehoZ polara vzhledem k da-
nému krubu z24y*=9 pilf jeho vzdalenosﬁ 0P od
stfedw kruhu.

O%
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Reé': Soutadnice ( 5 2) stiedu délky O P musf vy-

hovovati rovnici Ex4%y=9 polary bodu P, tedy je
£+ 5*=18 misto bodu P.
Dény jsou t¥i kruhy

(x— 1)+ (y —2)* =14,

@—2)*+(y+ D=9,

(z+8)*+(y —2)* =
Najdi soufadnice bodu rovnych mocnost{ hledé k témto
kruhim.

Jsou priseky kruhfi
@—12+@—~2=4 @+D+@—12=16
realné neb imaginarng ? ‘
Re$: Realné; vzdilenost stiedd je
| Ve a 2+44>V.
Kdy je piimka y =4 x4+ »n spoletnou tednou kruhl
@=a)*+ (@4 —0=r% (z—a)+(y—b)*=n2?
Re: Vyhovuji-li 4 i » podininkim
(b—-da—nP=r*(14 4%,
(b —4da —n)?*=nr21+ 43.

Prusekem dvou kruhfi ved sednu omezenou ob&ma kruhy
a hledeJ misto stiedf takovych geden.
Re§: Prisek O kruhft zvol za poddtek polarné soustavy -
sonfadnic. Rovnice obou kruhdt jsou :
r=20cos(a— ), r=20¢cos(a— g,

tedy je. rovnice mista

r =9 cos (e — @) + o cos(a— o).
Rovnici tu uvésti 1ze na tvar

r=20 cos (e — @)
Misto je kruh, jdoucf bodem O.
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Geometrie ellipsy.

Déna je ellipsa %+%: 1. Jak lexf bod (2, 8) hledic
k této ellipse? Najdi délkovou vysttednost a poloparametr
té ellipsy. _ ‘
Re¥: Bod lesf mimo ellipsu, e=V2, p= -21\7/_—?—
) 3

Najdl rovnice Fiditelek ellipsy ptedchizejici filohy.
Red: z=+3V0.

Najdi pomér, v ném# jsou vzdélenosti bodu ellipsy tlohy
1. od ohniska a pfilehlé Fiditelky. ‘

Reé Pr.:PN= \7
Najdi rovnice teCen ellipsy «*44y°>=4 1ovnobé4nych‘
s plimkow y =32

Red: y=82+ V37
Které jsou souraduice bodu dotyku teten flohy pfed-
chizejici?

Reg:( \f37) (\/37 /57)

Ellipsy

2y .
lj 62:1, kdeZ si za o mysleme do-

sazované rfizné hodnoty, maji vSechny spolend ohniska?
Re§: Vystrednost =e nevisi na a.

—%"-l-%u: 1. Jak je vzddlen stfed ellipsy od spojnice
uvedenfch boddi?
Nojdi polara bodu (3, 7) Bleds k ellipse 2 + £ =1

Bag. L U
Re§: 3+2_-
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NaJdl bod (pol), jehoZ polan vzhledem k ellipse

a* @ b*

md rovnici -la+my+=0.
Re§: Budtez (2, y*) soufadnice hledaného bodu, tedy
vz Yy

je jeho polara e + == 1, coZ srovndno § rovnict
. - la® m b*
piimky, ddvd o' = — o ¥y =— -

Najdi thel tefen z bodu (7, 4) na ellipsu z 4+ 4=+
sestrojenych a délku tétivy dotyku téch teden.

Najdi délky tanqenty, normaly, subtangenty a subnormaly

bodu (2 2 4 ellipsy —+-7[—_

‘Najdi soufadnice priseku normal bodil

2 3 . xt oyt T
(2, '_/’—5)’ (VT 1) ellipsy T = 1, jakoi i .
tthel téchto normal.

Najdi rovnici priméru sdruZeného ku priméru
3ex—2y=0
ellipsy 4 x* 4+ 9 y* = 36.

Najdi rovnici priméru sdruZeného ku priméru jdoucimu

ellipsy 4 «*4 9 ¢* = 36.

Soudin vzddlenosti tefny hodu ellipsy od jejiho stiedu
a délky uounaly téhoZ bodu jest staly, rovnajici se étverci
malé poloosy. o
Re$: Vzdalenost tetny bodu (2 y") od poditku Je
a*b*
a délka normaly téhoZ bodu je

1. Ta A% 1 a .40
E?\/M z'* 4 ety
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Soucin vzddlenosti ohnisek od libovolné teény ellipsy je
staly, rovnaje se Ctverci malé poloosy.

Stiedni geometrickd tméra mezi provodidi bodu ellipsy
rovnd se polopriiméru, jenZ je sdruen ku priméru téhoz
bodu.

<. D TP o €X? (ra b
kRea. IP.IF'P=a- "3 b{ +
tedy je FP.F'P=ux?+y =05
(Srovnej ulohn 5., pag. 80.)

2 i

Soulet vzddlenosti priisekfi primky rovnobéiné s velkou
osou ellipsy od ohniska md délku vellké osy.
Re§: Vychdzi z vymérné rovnice a ze soumdrnosti pri-
sekli hledic k malé ose.
Vedeme-li libovolnou tdtivu P,, P, ohniskem ZF' ellipsy,
je soutet reciprokych provodith PF, a F P, staly.
Re§: Rovnice ellipsy v soufadnicich polarngch je

po B
14 &cos g’
tedy je
1 _l4ececosgp 1 1+ecos(180+q>)
reoT o p sz ?
. 2
procez _—l—_,—lT-{-Tl—):_——

Soulet Ctverelt rveciprokych primérl navzdjem na se kol-
myech je stdly.
Sestroj ellipsu z daného ohniska F' a tif teden.

Re§: Najdi body soumérné Gy, G., Gy ohniska« hleds
k danym tetndm. Viz 8. 66. '

Sestroj ellipsu, déno-li jejf olmisko I, délka ve l\c osy
a jedna tetna s bodem dotyku.

Reg: Najdi soumélny bod & ohmiska hled® k dané
tetné, a spojnici jeho s bodem dotyku tefny prodluZ na
délkn 2 @. Koncovy bod je druhé ohnisko.

Sestroj ellipsu, ddno-li jedno ohnisko, dvé tetny s body
dotyku.
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Reg: Najdi soumérné body G a G ohniska k danym
tetnam. Spojnice jejich s prisludnymi body dotyku tecen
sekou se v druhém ohnisku.

Misto bodd dotyku teen vedenych z bodu velké osy na
ellipsy homofokalné (o spoleénych ohniskédch loh. 6.) je kruh.

Re&: Rovnici jeho “obdr#ime, vyloudivie k jednotlivé
ellipse vztahujic se velitinu « z rovnic

z x 2 Y
T2 _1=0, L 4 Y =1
fb &~ a~ — e~

Jest @4y — (e +aHa+erxr =0.
Najdi misto vrcholil trojtihelnikfl, je maji ty# obvod a spo-
letnou zékladnu.

Red: BudiZ obvod s a zékladna e. Zikladnu zvolme
za X a stred jeji za politek, je:

ds(s—2e¢)z*+4(s—e)*y*=c(s—2e) (s— &)™
Najdi misto poltt pfimky la+my+n =0 ku viem el-
lipsdm stejnych ohnisek

a®* ' a*—e*
Reg: Soufadnice polu. jsou
el (@*—eP)m

_—— = — 2

n'oc ”
(Brov. floh. 9.). Rovnici mista obdrzime vyloutenim a?;
jest tedy misto pfimka kolmé na danou pif{mlu.
Paty kolmic spulténych se stfedu ellipsy ua jeji telny
lezi na kruhu sousttedném s ellipsou, jehoZ prlinér se
rovné velké ose ellipsy.
Ve Lrajnfch bodech sdruZenfeh primérd ellipsy SﬁSthJ
teCny a najdi misto jejich prisekd.
Reg: Sedtl Ctverce rovnic
2 a

I

(3

1-obdrz§ hledé k tomu, Ze je
.’;C” yll —_— xl ?/I’ ‘LI" + yle - aﬁ.‘, . x/l‘l + y”ﬂ e b'l

rovnici mista + J =2
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Geometrie hyperboly.

Déna je rovnice hyperboly 144 z* — 25 y° = 3600. Najdi -
soufadnice ohnisek a délku parametru.

2. Najdi rovnice Fiditelek hyperholy predchazejiel dlohy.
3. Najdi «) provodiée bodu (V/3, 1) hyperboly z*— 4 ¢*=

f3) tuhel provoditd, #) rovnice fiditelek této hyperboly.

4. Najdi rovnice a dhel asymptot hyperboly tlohy 1. i 3.

9.

10.

11.
12.
18.

Najdi rovnici tetny a normaly bodu (V'3, 1) hyperboly
lohy 3. Rei: y=2V38.2—4 (tetna)
2\"6/3 + -J— =1 (normala).
Uréi teény hyperboly 144 2* — 25 ¢*= 8600 rovnobé#né
s piimkou y =2, jakoZ i soufadnice bodli dotyku t&ch
teden,
Najdi o) rovnice teden hyperboly z%*—4y*=4 sestro-
jenych z bodu (2, 4); f) wéi dhel téch telen, ») najdi
rovnici polary téhoZ bodu, d) vypoéitej plochu trojahelniku,
jejz uzaviraji teény a polara bodu (2, 4).
Najdi délku tangenty, subtangenty, normaly a subno1maly
bodu (V'8, £) hyperboly a*—4y>=4.

Najdi rovnici praméru sdruzeného ku priunéru, jenz pro-
bihd bodem (3, &) hLyperboly 2* —4y*=4. Jak ve-
liky je tdhel téch sdruZenych praméri? -

Jak zni rovnice Iiyperboly alohy 3., jestliZe zvohme asym-
ptoty za osy souradnic?

Sestroj hyperbolu, ddny-li jsou jeji asymptoty a jeden bod. -
Sestroj hyperbolu. z daného ohniska a tif teden.

Souéin vzddlenosti ohnisek od libovolné teény hypelboly
je stily = — =
ext Coex
1— 1‘+ 5
Res: p.p'= .- = — b
y'? z'* oy :

+ b* + b*

a“
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Soudin délky normaly bodu hyperboly a vzdilenosti tedny
téhoz bodu od stfedu hyperboly je staly — d*

Délka tetny vedené z paty pofaduny libovolného bodu hy-
perboly rovmoramemné na lruh sestrojeny nad realnon
oson jako primérem rovnd se té poradné.

Rei: t*=a2—a% yr=z2—a, tedy t=1y.
Priisek vySek trojilelniku vepsaného ve rovnorameniou
hyperbolu leZf opét na dané hyperbole.

Najdi rovnici hyperboly, ddu-li Je fihel « ﬂ«)ulptot a dél-
kové, vistiednost e.
Re§: a=eccose, D=esine.

Geometrie pamboly.

Najdi plochu trojihelniku (', y), (2", y'), (", y"*)
vepsaného ve parabolu w?=2p .

fes: A== =9 0" =) 0" = ),
Ohniskem pambbly y*=2px ved tétivu smérem o ku
ose, a uréi jejl délku.

. 9 . . :

Re§: d= :%—n—f—)& : parametr je nejkratdf tétiva paraboly
jdouei ohnigkem. '
Dén je bod (!, 1) paraboly y%= 6. Najdirovnici tetny
a normaly toho bodu, f) uréi dhel, jejZz uzavird provodié
toho bodu s tetnou, p) najdi délky tangenty, noumly,
subtangenty a subnormaly toho bodu. :
Najdi soufadnice priseku teden bodd. (2, '), (", y")
paraboly Qﬁ: 2p .

v . i

Red: o — ¥y ] J + J

91)

. Vzdalenost ohniska pﬂmboly od libovolué jeji teény je

stfednf geom. imérna vzdalenosti ohniska od bodu dotyku
té teény a od vrcholu.

Reg: Zminénd vzdalenost _Vp (1) 4z )
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Najdi rovnici teény paraboly #2 =4z rovnobdiné s pfim-
kou y=5ux '

Z bodu (—2, 3) ved tefny na parabolu #* =6z a urdi
tthel téch tefen, jejich body dotyku a délku tdtivy dotyku.

Najdi rovnici teény paraboly y*=4 2z kolmé na p¥imku .
y=2xz+17. :

Najdi rovnici teény paraboly, ktera uzavird piimkou
y=2x- 8 uhel 459,

DokaZ, Ze miizeme rovnici paraboly v polarnych soutad-
nicfch psati: 1 3

PS¢ r¥eos o = (% p)*.
Najdi rovnici teény sdruZené ku priméru y = 8 paraboly
y*= 62 Ktery fihel uzavird ta tefna a sdruZeny jt
pramér ? '

Na spojnice bodl paraboly #*=2pa s vrcholem spust
s ohniska kolmice a uréi misto pat jejich.

Re$: Misto je ellipsa, rovnice jeji: y*=pax — 22~
Dsna je vrcholovd teéna s bodem dotyku a bod parahboly.
M4 se «) witi rovnice paraboly, B) parabola sestrojiti.

Red: Vrcholovd tetna budiZ osa Y a kolmice k ui
v bod® dotyku smérem k té strané, kde lezi dauy bod,

9 0
i y2 2
osa X, tnje y*= g %, 2p= I,

0y o

Déuo je ohnisko a vrchol, sestroj parabolu.

Sestroj parabolu, déno-li je ohnisko a dvé tedny.

Re§: Spojnice sommérnyeh bodfi G, G' ohniska hledic
k tefndm je fiditelka paraboly a kolmice na ni spuiténd
s olmiska jeji osa.

Sestroj parabolu, ddna-li je fiditelka a jedna te€na s bo-

dem dotyku. ‘

Sestroj parabolu, dény-li jsou jeji dva body a fiditelka.
Re§: Opis z dangych bodft kruhy, jejich% poloméry jsou

rovny vzddlenostem téch bodd od fiditelky. Prisek téch

krubfi je ohniske. OhdrZfme dva priseky — dvé TeSeni.
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0 kuzZelosec¢kich viibee.

Uréi drub nésledujieich kuZelosedek
€) 3xday—y*+22—4y=0,
B) 4z*—12zy+9y°+52-10=0,
) 102*+8zy+ 129°4+62—2y—9=0.
Reg: ) hyperbola, ) parabola, #) ellipsa.
Jak znf rovnice kuZeloseEky
3x2+4x‘q/+g/2,—-5x—6y-—3:0,
zvolime-1i stfed jeji (5, —4) za poditek nové soustavy
sowfadnie, pii nezménéném smérn os.
Res: 1222+ 162y +4y*+1=0.
Osy soufadnic ellipsy
bratdatyt=a®b®
podineme rovnohdiué «) na ohnisko (e, 0) jako novy po-
¢dtek, B) na vrchol (0, — &) jako novy poldtek. Jak znf
transformovand rovnice?
Jak zni rovnice paraboly, zvolime-li olmisko paraboly za
potatek a osu paraboly za osu X pravoahelné soustavy?
v ) g ¥]
Re§: y*= Qp(x—i-%—).
Najdi misto bodd, jeZ maji od svich polar vzhledem
k parabole tu# vzdilenost, jakou md ohnisko.
Re§: Misto je parabola; vySetii blife polohu.
Urti misto stfedd tétiv paraboly probihajicfch pevnym
bodem (a, b).
Reg: y»>—by—prt+ap=0,
tedy parabola, jejfZ vrchol md soufadnice
§:(b—-éi 77:—-[2—.
‘ T4y 2
Najdi soufadnice stfedu kuzelosetky y = = _1_ p
- Red: Kuzelosetka je hyperbola, soufadnice stfedu (a, 0).
Pofili rovnob&ngé osy soutadnic do stfedu kuzelosetky
x2—~2xg/+ 2y+ 224+ 1=0. .
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Jak zni v této nové soustave souradmc rovnice té kuZelo-

seéky?
Re¥: 2 — 2y =-—4,

Soufadnice stfedu &=1, n =2

Na_]dl rovnice os ellipsy 14ax* —4zy+ 11 y* = 60.
Res: 2z—y=0, z4+2y=0.

Najdi misto bodu, z ndhoZ tetny vedené na parabolu
uzaviraji dany thel g.
Red: Misto je hyperbola

(.fv — —%)2+ Yyt = (m + %)28862 P.

‘Transformuj kuZeloseéku

50zt lday+ 2y~ 722+ 229 —21=0
na Jejl 08Y.
Re§: Rovnob&ing poémeme osy na stted (1, — 2) kuZe-

losetky, kterdZ je ellipsa, nebot je

ae—b¥= 4.
Obdrzfme tu 50a*+ 14 2y + 2 y* = 51,
Oto¢ime nyni osy soufadnic, by se sjednotili s osami ellipsy.
Zde je A—B524451=0,
tedy A=1, Ay = 51,
Rovnice osovd ellipsy dané je
z®+ 51 y* = 51,
Transformuj hyperbolu
28 2* 4 482y + 9 y* =869 na osy.
Res: A*— 821 —3869=0,
A =41, A= -9,
41 2% — 9 y* = 369.
Transformuj hyperbolu
112*4 842y — 24 y*= 156 na osy.

Ret: 32— 4y2=12

Transformuj ellipsu tlohy 9. na osy.
Res: A*— 92524 — 150 =0,
A, =10, Ay = 15,

224 3yr=12,
kdeZ jsme celou rovnici spolednym éinitelem 5 zkrétili,
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Transformuj rovnici paraboly
9a2*°+24zy+ 16y +22+6y+5=0
na tvar rovnice. vrcholové.
Re§: Rovnici danou mfZeme psiti
Bat+diy)*+22+6y+5=0.
Otoéme nejprve osy souradnic, by splynula osa X, s plfm-

kou _ 3z +4y=0
ve své nové poloze. Rovnice piisludné osy ¥, je
42 —3y=0.

V této nové soustavé soufaduic je rovnice paraboly
125y — 102 — 18y + 25 = 0.

Pofineme-1i osy sounfadnic rovnobh&iné na v1chol paraboly,

obdrZime: 125y*—102=0, aneb »*=-F-2 jakozto

hledanou rovnici vreholovou dané. paraboly.

Najdi smér osy paraboly
1 1
AN EALE
(5)*+ (§)*=1
a jeji parametr.-

Re¥: Odstranfme-li odmocnitko, obdriime

—’-—-)-— (— 7’)+1:o.
Smérnice osy parabwly je:
' 2a*6r

tgqazi A Pp=— ye
4 \(a -+-(/)J
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Geometrie bodu. Sirbnka
Rovnob&Zué soubaduice bodu (1—4). Polarné soubadnice bodu (5).

Piechiod z rovnohéinyeh soubadnic na soufadnice polarné; pozndmla
pro piipad kosotuhlych sonfadnic (6). Dva a vice hodd v roviné.
Vzdalenost dvou bhodd, soniadnice bodn d@liciho vzdalenost dvou
hodd v dandw powméru (7). Tézi&d trojihelniku (8), vita o Gtyi-
tihelniku (9), plosky obsal trojdbelniku (10). O znaméuku ploského
obsaln (11). Plosky obsah muohodhelniku (12). Proména soustavy
-rovnob&Znych sonfadnic, i pipady (18). Analytické vyjadieni
geometrického mista. bodn; vyhody plynoued z promény soustavy
rovnobézngeh sontadnic; o déleni kiivek dle stapné jejich rovnic
(I4—18). + v v o v v e e e e s e e e e 120

Geometrie primky.

Rovnice pifmlky jdonei potitliem sontadnic (19—21). OhyZejna rovnice

pifmky (22—24). Usetkovh rovnice piimky (26). Normaluy tvar
rovnice” piimky (26). Obecud rovnice stupud prvého a jeji geome-
tricky vyznam (27)., Dvé roviice prvého stupnd lidici se pouze
stdlym Zinitelem vyjadingi tuz piimku (28), Uréeni rovnice pifmky
z danych podminek; rovnice piimky jdouei jednim bodem; rovnice
piimley jdonef danym bodem rovnobdzné ku dané pimce; rovnice
piimky jdouct dvéma body (29). Vzdalenost bodn od piimky (80).
Tjhel dvou pifmel (31). Prisek dvou primek (32). Podminka, kdy
thi pifmky jdou hodem spoletngm (83). Rovnice pifmky v soubad-

micich polarnyeh (84). Dodatek ku geometrii pi{mky (35) - . . 21—48

Geometrie kuZeloseédek.

0 kruhu. Rovnice kruhu obecnd, vrcholovd, stiedovi (36). Kruh

je ktivka uzaviend a soumérnd ku kazdému priuméru (37). .Geome-
tricky vyznam vrcholové rovnice (38). Mocnost bodw vzhledem ku
kroh - (89). Krub, danf tfemi body (40). Phimka a lkruh (41).
Setna a. tefna krohu (42). Telna z daného bodu na kmbh (48).
Normala bodu na krulw (44). Dva kruhy, chordala dvou Lruhfi;
bod rovnfch mocnosti vyzhledem: ku tfem kruhfim (45—47), Rov-



. Strdnka |
nice krubu v soufadnicich polarnych; upoti-ebeni polarnfeh sou-
Fadnic k dikazu dvou vt o kruhu (48—49). . . . . . .. . 48—60

0 ellipse. Vymér ellipsy (50). Osovd rovnice ellipsy (51). Rozhor
rovuice ellipsy (562—58). Poloha bodu vzhledem k ellipse (54).
Provodiée bodu ellipsy, jeji Tiditelky a parametr (55—56)., Nékters
sestrojenf ellipsy (57—58). Ellipsa a pifmka (39). Seéna, tecna,
o normala bodu ellipsy (60—61).- Teéna z daného bodu na ellipsu
(62). . Uhel teden z bodu na ellipsu; misto priiseld kolmyeh teden
ellipsy je kruh (63). Sounfadnice bodli dotyku tecen z daného bodu
(64). Délka tangenty, subtangenty, normaly a subnormaly (65).
Uhly teény s provoditi bodu dotyku a sestrojeni teiny (66). = Prd-
méry ellipsy, sdruzené priméry (67—68). Ellipsa vztaZend na dva
sdruzené priméry (69). Vrcholovd rovnice ellipsy (70). Plocha
ellipsy (71) « . v o v o s e e .. . .60-—88

0 hyperbole. Vymér hyperboly (72). Osovi rovnice hyperboly (783).

. Rozbor rovnice hyperboly (74), asymptoty (75). Poloha bodu hledic
e hyperbole (76). Provodide bodu hyperboly, Fiditelky jeji a pava-
metr (77—78). Hyperbola a primka (79). Sedna, tefna a normala
bodu hyperboly (80—81). Teéna z daného bodu na hyperbolu (82).
Délka tangenty, subtangenty, normaly a subnormaly (§88). Uhly
ielny s provodidi bodu dotylu, - sestrojeni telny (84). Priméry
hypgrboly, priméry sdruzené (85—87). Hyperbola vztaZend na dva |
slruzené priméry (88). VrcholovA rovnice hyperboly (89) . .83—99

0 parabole. Vymér paraboly (30). Vrcholov rovnice paraboly (91).
Rozbor rovnice (92). Poloha bodu hledic k parabole (93). Pro-
vodi¢ bodu paraboly a jeji Iiditelka (94). Parabola a pifmke (95).
‘Sedna, tedna, normala bodu paraboly (96—87). Sestrojen t. iy
a normaly v bod& paraboly (98). Teéna z daného bodu na parabolu
(99). Uhel teten z bodu na paraboln, misto prisck( kolmgch teden
(100). Délla tangenty, subtangenty, normaly a sulmormaly (101).
Primdry paraboly (102). Parabola vztaZeni na teénu a sdinfeny
ji pramér jako osy soufadnic (108). Plocha paraboly (104) . 99—111

Rovnice kuZelosetek v souiadnicich polarmych (106). ., 1:1-—113

0 vzijemném vztahu kuZeloseéek;
historickd poznfmka (106—107) . . . . . . . . . . . .. 113—116

Dodatek ku geometril kuZelosedek. Kazd4 Iuzelosedka je bud
ellipsa” bud hyperbola bud parabola (108—109). Ka#dd kiivka
druliého stupné je knzelosedks (110) . .~ . . . . . . . . . 116—122

‘Ulohy ... ... 123—142




Opravy.
Stranka 8, shora TAdelk 1, misto: redlné Gti realné.
n 9 o n 8, » Za, " Pro
» 10, zdola n 11, » —Y » —y
; » 101 » » 101 » + y » + Y ’
i . » 42 shora , 12, " ny" +n' » my" -4 n
, 44 zdola ., 7, (1) . @)
: » 47, shora , 16, K; o K,
R 47, 5 v 17, » 3 @ » 5
'  B7yzdola 3 vynechat slovo jeden.
w B9 » 9, misto: 0y n (3)
» 59’ »n n 47 n 0 'P + P » [0 ‘P+ 0 PI]
” 59) ” ” 5’ n (1) bl (5)
» 59: n » 2, » 0’2 Ton O‘:
" 627 » " 4’ " (3) »n (4)
2 I3
n BOJ: zdola o 16) » %4 = » ‘%; +
" ;~;{r}2a n » 16, ” —a*h? " —ah?)
, .96, shora , 10, , 0] . 0
, 108, zdola . 17, 2 " 22,
A—x - A
? 125]31 " " 187 » —71"‘“” n '2—
, 186G, zdola , 3, je s Jje (str. 80, 0l.6):

T

’ Pritomnd predlozeny naklad této Elkolni knihy vytisknut byl pouze
v malém poitu exemplabiv, aby tyto k posouzeni zagliny byti mohly. Ve
il i, ;‘yd{mi gvrehu uvedené chyby jiz v textu opraveny budou.

0 I g s B

ot





