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Vo FWort

Be1 Ausarbeitung vorhegenden Werkes welches
nur die elementarsten Iienntmsse der Geometrle
voraussezt, hat mich die Idee geleltet, Diejenigen, denen
die Grelegenheit zum firtgesesten Studium der Trigono-
metrie nicht war, auf die einfachste Weise in diesen
Gregenstand einzifiithren und zugleich Alles, was dessen
‘Studlum erschweren oder bei demselben listig fallen
konnte , ‘auf eine geelgnete Art zu uberbrucken oder
- giinzlich wegzulassen. Daher habe ich die zu kleinen
Details gemieden, weil ich nicht nur zu ermiiden, sondern
auch fiirchtete, dass die Uebersicht in ‘den Augen des
Studirenden verloren gehe. . Dabei habe -ich jedoch
nichts weggelassen, was der Deuthchkelt Emtrag thun
konnte, '

Zur moghchsten Erhéhung der plaktlschen Brauch
‘barkeit des Buches dienen mehl'e durchgeavheitete und
‘mit Anmerkungen versehene Beispicle, dle dev ﬂllge~
meinen Auﬂosuno* unmittelbar angereiht sind.

~ Ich glaubo, dass man in dlesem gedrangteu Raum«y
_ kaum Etwas vermissen diirfte, was man slch in demselben
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erwarten kann. Ich habe mich bestrebt, den Scharfsinn
des Lesers zu unterstiizen und endlich dieses Buch zu-
gleich so einzurichten, dass es als ein niizliches Nach-
schlagebuch gebraucht werden kann.

Der Anhang sezt zwar mehr als die elementar-
sten geometrischen Vorbeglfﬁ'e voraus ; kann aber wegen
der Art und Weise, wie derselbe abgefasst ist, ganz
wohl von Jedem unserer Leser beniizt werden, und ich
habe die sichere Ueberzeugung, dass eben dieser An-
hang wegen seines vielseitigen geistigen Interesses von

unseren Lesern mit ebenso grosser Vorliebe als Nuzen
wird durchgearbeltet werden,

Schliesslich glaube wh dass es. dem Leser ange-
nehm sein diirfte, in dem Nachfolgenden geschichtliche
Notizen -iiber . die Entstehung und den Fortschritt der
Trlgonometrle, in 'so ferne uns die nothigen Daten be-
kannt geworden sind, zu erhalten; sie bezichen sich
jedoch mehr auf die dlteste Zeit bis gegen das acht-
zehnte. Jahrhundert und schliessen die . Entdeckungen
der neueren Zeit, welche doch mehr bekannt und leich-
ter zuginglich sind, vollkommen aus. |

Thales von Milet (ungefihr 640 3. v, Ch) ‘ent-
deckte den Saz, dass der Winkel im Halbkreise ‘aus
zwei Rechten besteht, von ihm soll ‘auch der Saz sein,
dass gleichen Seiten im Dreiecke gleiche Winkel ge-
geniiber liegen. Euklides (geb. zu Alexandria un-
‘gefihr 300 2. v 'Ch.) schrieb anch in seinem Werke
Aedopeva (Data) mehre Biicher, welche Grundsize zur .
Tngonometrle enthalten und zwar: im 1. Buche, Drei-
ecke, Pythagoras ‘scher Saz Cauch magisler mathe-
"se0s); 4. Buch, von den dem Kreise ein- und umge-
schriebenen Polygonen, 6. Buch Aehnhchkelt der Drei-
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ecke; 13. Buch, regelmiissige Polygone und Polyeder, -
ibrigens ist dleser grosse Gelehrte des Alterthums auch
gonst sehr verdient um die Geometrie, Seine Data sind
von Schwab, Stuttgart 1780 und W urm. Berlin 1825,
dann seine Xroixeie (Elemente) von Lorenz, - Halle
1798, 1825 und von VIollweld © Halle 1825 in deut'
scher Sprache erschienen. S

Der guechlsche Astlonom Autol ykus aus Pl-
tane in Aeolis (ungefihr 300 J.v. Ch.) hat in seinen
Werken iiber die sich beweg ende Sfire und den Sonnen
Auf- und Untergang nur solche Aufgaben behandelt,
welche ohne HRenntniss der lrxgonometrle mit Hllfe
eines Globus geldst werden konnen; es ist daher hochst
wahrscheinlich, - dass die l‘ngonometue dazumal noch
unbekannt gewesen ist.

" Archimedes (g eb, um 287 v. Ch. u S_yrakus)
gab als Grundlagen zur Trlgonometrle dlenllche SaL
iiber die Sfire, das Sfiroid, u. s. w. ‘

. Theodosius von 'l‘rlpohs (ungefahr 50 J.v. Ch)
schrieb seine Sfaerica in 3 Biichern sehr grundllch
von denen das 1. Buch von den grossten Kreisen; ihren
Polen, Durchschneidungen und den.dadurch entstehen-
den Relazionen; das 2. Buch von zwei zu elnander
parallelen, . sich schneidenden oder tanglrenden Hreigen
auf der Kugel; das 3. Buch endlich von den Relazionen”
handelt, welche entstehen, wenn mehre parallele Kreise
von einem anderen geschnitten werden; ingleichen von
den Relazionen der Pole sich schneidender I‘irelse und
von verwandten Gegenstanden Lo

Die sfirische l‘rlgonometrle, ‘welche in der Astro-
nomie eine so grosse Rolle spielt und ihretwegen er-
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funden wurde, ist der ebenen Trigonometrie vorange-
gangen. Der grosse Astronom Hipparch von Nicea
(ungefahl 140 J. v. Ch.) scheint deren Schiopfer gewe-
sen zu sein; er schrieb 12 Biicher iiber die Behandlung
und Anwendung der Sehnen im Kreise, welche aber
picht auf uns iiberkommen sind; auch der beriihmte
Astronom Menelaus (98 J. v. Ch)schueb 6 Biicher
iiber diesen Gegenstand. Klaudius Ptolomaus (un-
gefihr 100 J. n. Ch.), welcher zu Alexandrien lebte,
.sammelte die Forschungen der Alten und gab dieselben
~in seiner ,Meyadn Twvrafi” (Halma, BdSGl 1538;
Paris 1813). Dieses Werk wurde um 820 in das Ara-
bische  tibersext und heisst ,,Alm agest®, welcher
anf ' Befehl Kaiser Friedrich Il in das Latelnlsche
iibertragen wurde, Er gibt schon eine Methode an,
aus der Sehne eines Bogens die Sehne der Ergin-
zung des Bogens zu 180 Grad, ans der Sehne eines
Bogens die Sehne des halben Bogens und aus den be-
kannten Sehnen zweier Bogen die Sehne der Summe
und des Unterschiedes zweier Bogen, zu finden. Schon
Ptolomius berechnet die Grisse der Sehnen fiir
~ alle ' Winkel von O bis 180 Grad um 30 Minuten fort-
schreitend; von ihm riihrt auch folgender Saz her: ,,das
,,Verhaltnlss der Sehne des grosseren Bogens zur Sehne
*,,des kleineren Bogens ist kleiner "als das Verhiltniss
ples grosseren Bogens zum kleineren Bogen.* Mit
Hilfe seiner Lehrsize berechnete Ptolomaus sowohl
ebene als sfirische Dreiecke, wobei jedoch zn bemer-
ken ist, dass er jedes schiefwinkelige Dreieck in recht-
winklige zerlegt; zu welchem Behufe ihm bei sfirischen
Dreiecken hesonders die sogenannte ,,requlu de sex
quantifatibus® dienlich war: Zieht man nimlich auf der
Kugeloberfliche ein dem grossten Kreise angehoriges
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Bogenstiick 4 + « und schneidet - dasselbe dlll:Ch ein
zweites Bogenstiick B -} b eines grossten RKreises, 80
dass die Theile ¢ und 4 der Bogenstiicke »konverglr?n V
. und sich ihre Endpunkte schneiden, wihrend die Tllel}e
A und B divergiren; zieht man ferner durch die dl’—‘
vergirenden Endpunkte der Bogenstiicke A4 und B bis
an die gegeniiber liegenden Bogen B + & und 4 + «
willkiirliche Bogenstiicke C' + ¢ und' D + d grossten
Kreise, wodurch sowoll die Bogen B -+ b ud 4 +a
in die Segmente B und } einerseils und 4 und & an-
derseits, als auch zugleich diese willkiirlichen Bogen-
stiicke in die Theile € und ¢, dann D und @ zerfallen,
wobei vorausgesezt wird, dass C und D die Bogen-
stiicke .4 und B erreichen, so gibt Ptolomdus fol‘—
gende. frither benannte Regel: o o
Sehne 2 (A + o)  Sehne 2 (C +0),_ . Sehne 2D

- Sehmela - Behne 2 ¢ Sehne 2.(D + d)

Hieraﬁs kénnen alle Auflssungsfille fiir das recht-
‘winklige sfirische Dreieck abgeleitet. werden. '

Von Hero dem Jiingeren stammt die bekannte
Methode : den Fldcheninhalt eines geradlinigten. Drei-
eckes unmittelbar aus den drei Seiten zu berechnen.

Albaten (929) fiihrte statt der Sehnen die
Sinusse (dschaib) ein wnd schon' seine Landsleute, die
Araber, berechneten Sinustafeln von 15 zun 1h Sekun-
den. Der Araber Nassireddin iibersezte die Eu-
klides’schen Elemente; Dscheber ben afla kom-
mentirte die Trigonometrie des Ptoloméaus. Alha-
zen und Sergius hatten um 820 den ,Almagest®
arabisch iibersesty iiberhaupt suchten die Araber die
trigonometrischen Operazionen zu vereinfachen.
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Geber (1050) stellt in seiner Astronomie den
Saz vom Verhiltnisse der Sinusse der Seiten zu den
- Sinussen’ der kael auf ‘

Jezt finden wir einen grossen Zeitraum ohne F‘ort
schritt. . Georg Purbach (Peurbach), Professor der
Mathematik in Wien (geb. zu Peurbach in Oesterreich
1423, gest. 1461 zu Wien), schrieb eine Erklirung der
'sechs ersten Biicher des ,,Almagest“, berechnete Sinus-
tafeln von 10 zu 10 Minuten nach der Ptolomius’™
schen und arabischen Eintheilung des Halbmessers
in 60 Theile; dagegen theilt er aber jeden 60sten
Theil in 100 Minuten und jede Minute in 100 Sekunden.

- Johann Miiller von Ronigsherg (Reglomon-
tanus, geb. 1436, gest. 1476), Purbach’s Schiiler und
Freund, schrieb 1464 fiinf Biicher iiber die Dreiecke,
welche Schoner 1553 .nach dessen Tode herausgab.
Regiomontanus berechnete auch Tafeln, in wel-
chen er den Sinus totus (Halbmesser) in 60000 Theile
theilte ; sie sind 1556 mit seinen fabulis directionum
perfechonum(/ue in nativitatibus multum utiles erschie-
nen; spiter berechnete er I‘afeln, in denen er den Halb-
messer — 10000000 sezte. - Von ihm erschien’ auch
1533 ein Werk de triangulis ommimodis. '

Georg Joachim Rhiticus, ehemaliger Pro-
fessor der Mathematik zu Wittenberg (geb. 1514 zu
Feldkirch, gest, 1574), berechnete dulch Nikolaus
Kopérnicus (geb. 1473, gest. 1543) unterrichtet
und angeeifert, mit Hilfe mehrer Kalkulatoren durch.
12 Jahre Sinustafeln fir den Halbmesser zehntansend -
~ Millionen; und fiir den ersten Grad sezte er sogar den
Halbmesser gleich tausend Billionen, und Tiess die
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Winkel" durchgehends von 10 zu 10 Sekunden wach-
sen. Er starb noch vor der Herausgabe seines Wer-
kes. Raiser Maximilian und der damalige Kurfiirst:
Friedrich IV. von der Pfalz bestritten die Kosten
des Werkes, welches Valentin Otto beendete und als
opus palatinus de friangulis anf Rosten des Kurfiirsten
1616 herausgab. Der Inhalt desselben ist: 1, Rhaeti-
cus, libri tres de fubrica canonis doctrinae triangu-
lorum; 2. Ejusdem, liber quartus de triangulis globi;
3. Otto, lLibri quinque de triangulis globi sine angulo
recto; 4. Canon magnus triangulorum. Die Tangen-
ten filhrte Regiomontanus, die Sekanten Rhiti--
cus ein, ohne sie aber so zu nemmen. Thre Namen
haben sie von Fink (1583), von dem auch der Saz
herriihrt, dass sich in jedem ebenen Dreiecke die
Summe zweier Seiten zn ihrem Unterschiede verhilt,
wie die Tangente der halben Summe der diesen Seiten
gegeniiber liegenden Winkel zur Tangente des halben
Unterschiedes derselben Winkel. (Siehe §. 27.) -

Bartholomius Pitiscus (geb. 1561, gest.
1613), schrieb fiinf Biicher iiber die Trigonometrie,
welche 1599 und vermehrt 1612 erschienen sind und
auch nebst einen Kanon fiir die Sinusse, Tangenten
und Sekanten, mehre niizliche Anwendungsbeispiele
der Trigonometrie enthalten. Er schrieb- auch einen
wthesaurus mathematicus, Frankfurt 1613, in welchem
die Sinusse des Quadraunten von 2 zu 2 Sekunden in
15 Dezimalstellen enthalten sind, eine Beendigung der
von Rhiticus begonnenen Arbeit.

Geber und Regiomontanus berechnen zur
Bestimmung der Dreieckswinkel das Perpendikel, wel-
ches von einem Eckpunkte eines Dreieckes, dessen drei
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Seiten gegeben sind, auf die gegeniiber liegende Seite
gefillt wird; Rhiticus stellt den Saz auf, dass sich
-das Produkt aus der halben Summe der Dreiecksseiten
in die um eine Seite verminderte halbe Summe dieser
Seiten zu dem Produkte der um die zweite Seite ver-
minderten halben: Summe der Dreiecksseiten in das
Produkt der um die dritte Seite verminderten halben
Summe der ‘Dreiecksseiten genan so verhdlt, wie die
Einheit zam Quadrate der Tangente des halben, der
ersten Seite gegeniiber liegenden Winkels. Von ihm
riithren auch folgende fiir swh aqmpollente Size. her:

1. Der Sinus des Produktes zweier Bogen wird gefun-
den, wenn man vom doppelten Produkte aus dem Sinus
(des Produktes des ersten um Eins verminderten Bo-
gens in den zweiten Bogen) in den Kosinus des zwei-
ten Bogens, den Sinus des Produktes aus dem ersten
um Zwe1 vermmderten Bogen in den zweiten Bogen,
abzieht. 2. Der Rosinus des Produktes zweier Bogen
wird gefunden, wenn man vom doppelten Prodnkte ans
dem Cosinus (des Produktes des ersten um Eins wver-
“minder ten Bogens in den zweiten Bogen) in den Ko-
sinus des zweiten Bogens, den Hosinus des Pmduotes
aus dem ersten um Zowei verminderten Bogen in den
zweiten Bogen , abzieht. 'Werden nun statt des ersten
‘Bogens nach und nach die Werthe 2,.3, 4 u s f.
gesezt, so erhilt man die zuerst von Frangois
‘Vieta (gest. 1603) gegebenen Ausdriicke fiir die Si-
nusse und Kosinusse vielfachen Winkel. Friedrich
Meyer in Petersburg (1727) hat zuerst die trigono-
metrischen Relazionen durch di¢ algebraische Sprache
~ausgedriikt- nnd der grosse Leonhard Euler (geb.
zu Bagel 15, April (707, gest. zu Petershurg 7, Sep-
tember 1783) fiihrte die noch Jezt ubhchen Bezeich-
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fiungen * flir Sinns, Tangente und Sekante ein. Die
Namen' der I{ofunkzmnen rithren von Edmund Gun-
ter (geb. 1581, gest. 1626) her und scheinen auf den-
Ausdruck Komplement hinzuweisen, als welches der zu:
gelibrige Winkel beztiglich des denselben zu 90 Grad
erginzenden Winkels erscheint, dessen Kunkzion genau
so gross ist, als die Kofunkzion. >

Johann Neper (geb. 1350, gest, 1618 au Men-
chiston) gebiihrt das grosse Veldwnst‘, die trigono-
metrischen Rechnungen durch Anwendung der Loga-
rithmen wesentlich erleichtert zu haben. Er gab Behuls
dessen 1614 zu Edingburg: , Mirifici logarithmorum
canonis descriptio ejusque usus in ulraque trigono-
-mmelria et omni loyzstzca mathematica ewplzcatw“ heraus,
wovon 1619 durch seinen Sohn eine vermehrte Auflage
gegeben wurde. In diesem Werke ist sin 90° = 0
angenommen.

Jakob Gregori, Professor in Schottland (geb.
1636 zu New-Aberdeen, gest. 1675 zu St. Andrews)
lehrt in seinen exercitationes geometricae, Padua
1668 die Reihen fiir Sinus, Tangente und Sekante
durch Bogen uid umgekehrt, 1nglelchen die Logarlth
men dieser Funkzionen, auszudriiken; was spiter in
der Cyklometrie, die einen Gegenstand der neuern
‘Analysis ausmacht, weiter ausgebildet wurde.

. Jakob Kresa, ein Jesuit, lehrte die Anwendung
der Algebra in der ebenen und sfirischen Trigonome-
trie durch seine 1720 zu Prag erschienene: ,, Analysis
speciosa Trigonometriae sfdricae, primo mobili, lrian-
- gulis rectilineis et progressioni arithmeticae et geo-
melricae aliisque variis problematis applicata.” "
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Schliesslich kann aber auch der Name Christian
Wolf (Freiherr, geb. 1679 zu Breslau, gest. 1754 zu
‘Halle) nicht mit Stillschweigen iibergangen werden, da
er ausser seinen sonstigen grossen Verdiensten um die
Mathematik die damaligen Lehrsize der Trigonome-
trie wesentlich verallgemeinerte. '

Wien, im Jinner 1856.

‘Ernest Sedlaczek. | .
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Anhan g

Entwlckling - der Methode. -des: Prof. Dii L. K, Schulz von

Strassnitzki,.die Elipsen grafisch darzustellen, durch Bestimmung
jener Punkte zuniichst, wo sich die. Kriimmungsrichtung dieser Figur

am bhedeutendsten #ndert;

den Krimmungsmittelpunkt; : so wie der Krimmungslialbmesser,

‘ingleichen dev Abszissén und Ordinaten fiir



“Verbesserungen.

In dem zu §, 4 gehrigen lezten Absaze auf Seite 8 soll es heis- .

sen: Dass die Tangente nicht durchgehends dasselbe Zeichen hat-, ete,
" In der 20. Zsile des §. 16 auf Seite 43 soll es heissen: 8600=2%
(Rir den Halbmesser = 1),

Die Anmerkung auf Seite 18 kann auch auf folgende Weise ‘dar-
" gestellt werden: *{ mit -+ { multipliziren heisst: die Grosse + 1 Ein-
mal lateral ansezen. Ebenso heisst auch %1 mit %I multiplizlre‘n; die
laterale Einheit nocli Einmal lateral ansezen; nachdem uuh aber die
positive Lateralrichtung . von der positiven Lateralrichtung die negative
Richtung ist, so wird obiger Anforderung dadurch entsprodlen indem-

man die Einheit als Produk! ansieht,

Seite 19 in der 5. Zeile des §. 20 soll es heissen: und man be-
zeichnet den Effckt der Grdsse dleser Richtung ete,

Seite 21, §. 21 kommt am Eude des Sazes in der ersten Zeile der
Deutlichkeit wegen noch hinzu zu fiigen: weil in diesem Falle bei der
unendlichen Abnahme des @ sich sinm nicht dem Bogen, sondern”sei-
nem & fachen Werthe immer mehr nihern wmdc, was wunrichtig lst.
Es kaun ulso d@ das o als Faktor nicht in der ersten Potenz enthal-
ten; eben so wenig aber auch in der zweiten oder fiberhaupt in einer

- geraden Potenz, weil sich die absoluten Grissenausdriicke flir sin@ und
sin (— ) gleich bleiben miissen, wilwend sich blos das Zeichen ver-
indern muss; was aber bei der Annahme gerader Potenzen unicht der
Fall ist.

Dieser Band wurde selir aufmerksam gesezt und Korrigirt; wenn
aber doch noch einige Fehler vorkommen, welche nach geschehener.
Korrektur darch fremde Unvorsichtigkeit enstanden sind, so sind die-
selben gewiss derart, dass Jeder ohne Zweilel alsogleich das Wahre
von dem Icrrthiimlichen zu unterscheiden wissen wird,

St o - e i 21
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Erstel' 7T1hell

Ebene Trlgonometne. . e

! . § 1 " | B y.‘»"'?‘ e '{i‘::«\": -
D1e leme Trigonometric beschaftlgt sich m1t de1 systema,mschen
‘Darstellung von, durch leen musgedluckten sowohl de1 G1dsse
" als ‘dem Zeichen nach, vemndeﬂlchen Hllfsgl ossen die- man Funk-
zionen nennt. Man hat_ derert acht: Sinus (sin.), ’l‘ungellte (t'mg ),,
Sekante (set.), Quersinus der Sinus versus (sinv.), Kesinus (cos.),
Kotangente (cotg) Kosekante (cosec.) und Querkosinus oder Keo-
sinus versus (cosv.), voi denen die ersten vier: Fumksionen im
Besonderen, che lezten v1e1 Kofunkzionen gcmunt werden.

, o 8. 2. \

Denkt man smh einen Winkel (z. B. 40B = u) er sei
spmg, stumpf, hohl oder erhaben, von dem man sich einen
Schenkel (40) als fix; den anderen (BO)- hingegen als beweglich
vorstellt,: trigt vom Scheitel des Winkels auf dem. beweglichen
Schenkel .ein . der: Einheit (1 eines bestimmten Masses) gleiches .
Stiick auf und fallt vom Sclinittpunkte eine :Senkrechte (BC) bis
auf den; unbeweglichen Schenkel ] so' stellt das Lingenmass dieser
Linie den Sinug des Winkels («)vor' (und manschreibt BC'= sin.x);
das Stiick vom Scheitel des Winkels bis zum Fusspunkt des Sinus
(die Linie OC') ist der Kesinus dieses Winkels (00 = cos. u).
Triigt man die E Einheit vom Scheitel des Winkels am uubeweghchen
Schenkel auf und errichtet im Sclunttpunkte (A) ein Perpendikel
(4D), bis es den verlingerten beweglicien Schenkel trift, so
driickt die Grosse dieser durch beide "Schenkel begrenzten Linie
die Tangente des Winkels aus (AD tang. ¢); das Stilck des
beweglichen Schenkels (0D) vom Scheitel bis zur - Tangente .ist
die Sekante (0D = sec. «). Farichtet man im Scheitel des Winkels

eine Senkrechte, triigt darauf vom Scheitel aus die Einheit (O.E)
E, Sedlaczek, Komp endium der b, u, sfir, Trlgonometrle. 1

ki i wg&gnn i dminm
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auf und. fithrt im Schoittpunkte (E) eine mit dem unbeweglichen
Schenkel gleichlanfende Linie (ZZF), bis sie den beweglichen Schen-
kel trifft, so nennt man die Grisse digser Linie die Kotangente
(BF = coty. &); das Stiick vom Scheitel des Winkels bis zu dem
Punkte, in welchem swh die Kotangénte mit dem verlingerten
beweglichen Schenkel schneidet, ist die Kosckante (OF = cosec. «).
Das Stiick (AC) des uI}beweghchen Schenkels vom Fusspunkte.
des Sinus bis zum Einheitsschnittpunkt '(4) ist der Quersinus oder
Sinus versus (AC=sinv. a); hingegen ist die Grésse (EG) der
Linje, welche durch das Ziehen einer mit dem unbeweglichen.Schen-
kel du1 ch den Dmheltsschmttpunkt (B) des beweglichen Schenkels -
gefuhrten Parallelen bis zum Fusspunkte der Kotangente entsteht,
der Koslnus versus oder der Querkosmns (EG = cosv. a). |

R .2 In der belgefugten Flgur
‘ ' st de bewegliche zu dem un-
, 'beweghchen Schenkel unter ei-

G 2 - nem Winkel geneigt, Welchel
, kleiner ist, als 90 Grad. Die

unter solchen Verhiltnissen
’ 0 - ~ konstruirten 8 trigonometi-

schen Funkzionen legen im
ersten Qimdlanten Dex; Klnze wegen weiden ‘wir hier den zweiten
(Nelgung Zwischen 90 und 180 Grad), -den dritten (zw1schen 180
und ‘270 Grad). und den vierten Quadranten: (ZWISchen 270 ‘und
360, Grad) tibergehén ; ‘miisseir. jedoch unseren Tésern ganz beson~
-ders’ anempfehlén;, - diese 8 Funkizionen -anch 'in’ den ubngen dre1
Quadmnten grafisch zu ent.wwkeln. P

PR -

" Wird. de1 kael AOB = « du1ch Hmzugabe des kaels
BOE_p zu einem Rechten erginzt, so dass x 4 @ = 90° und
bestnmnt ma.n dle Funl\zwnen des anderen Winkels, so:findet man

wegen .
T o0=B6G
oo nd OG BO’ :
folgende Relazwnen ' .

i i " 3“‘74[1 : co‘s .av v . ‘,
G Teos wEging




‘ tang & = cotg (3
coty o = tang @
, ‘ /sec ' = cosec P
i s  ,' cosec n = sec 8.
- 8iny o = cosv (3
cosv o = siny g.
Wenn man nun ganz allgemem durch f° (u) eine anklion
im Besonderen, und durch cof (&) eme Konfunkzion des Wlnkels
® be7elchnet S0 hat man; . R
: (u) = cof (90 -_ a)
f (90 — &)= cof. (a).
R S
Velfolgt man aber auf‘meﬂcsam das Wachsen und Abnehmen

allel Funkzwnen in den velsclnedenen Quadranten, so’ ﬁndet, mah
: dle in'den folgenden Tabellen a.ufgestellten melkwm dlgen Dlgel)msse

Funkzion 09 bis 900 | 500 ni_s'g;s‘oo 1800 bis 2700| 2700 bis 3600

| iy DT LI W ;

Sinus +w 4 —w -

Kosinus 4+ a Co—w —a + w
‘Tangeute " | 4w - ~ e —a
Kotangente . | +a | —w |4 a | —w,
“Hekante: = w T R TR FRRE: 37, AR
Kosekante | +a - 4w L —a o o—w
- Quersinus 4w Hw ot | Ha
“Quetkosinus | 4 a0 | Fa | +w | Far

* In‘dieser Tabelle evscheint sowohl das Zeichen jeder einzelnen
Funkzion ‘in - jedem Quadranten, wie auch anderseits durch ‘die
Buchistaben % und ,a% ausgédrﬁckt ist, ob die Grosse der Funk-
zion vom Beginne dieses bis zum Anfange des folgenden Quudlanten
im Wachsen oder Abnehmen begriffen ist.

Dass die Tangente nicht dasselbe Zeichen hat, wie del Sinus des
gleichen ‘Winkels, ist ganz natiirlich; denn es bezielen sich die Tan-
genten aller Quadranten auf eine einzige, im Einheitsschnittpunkte
(4) des als normal angenommenen unbeweglichen Schenkels gefiihrte,
Berithrungslinie, Das’'Analoge gilt auch fiir die Kotangente. -

1*




Funkzion

Sinus
Kosinus
Tangente

Kotangente
: fSekante .
‘Kosekante :
Quersinus
Querkosinus

{

O~ B8 o8 O
o
=G g O O

Jn dlesel Tabelle ist die Gwsse einer jeden Funkzion fiir die
kael von 0°, 90°, 180° und 270° vollstindig ausgedruckt Fiir
den kael von 360° ist die Grdsse der Funkzionen genau die-
selbe, wie fiir 0° und ganz allgemein ist, wenn ¢ (w) jede Funk-
gion fiir den Winkel @ bezeichnet:

o (@+360m) = ;, (@),
§5

‘Der Winkel OCB = 90°; ferner sei CH senkrecht auf BO.
Nun: ist - BOC == « ‘und weil OBC ein Winkel ist, welcher durch
.die Linie BO dadurch entstanden ist, dass .BC' zu OG parallel
st , 80 muss CBO = BOG =g sein. Sezt man ferner BCH — 2
und “HOO =y, so ist wegen BCO = BHC = CHO = 90° und
iweﬂ die Summe der drei Winkel in jedem Dreiecke 180° betrsigt,
, aty=p+ao=z+y=x+p=90,
worans @ =¢a und y==g folgt, und weil in den Dreiecken BCO,
-CHO. und BHC die Winkel « und g gemeinschaftlich sind, so
-sind - die Dretecke BOC, BCH und COH unter einander #hnlich,
-daher folgt vermoge der P10p01z10na11tht der Linien in &hnlichen
Dreiecken: L ,
; BH__BC . HO HO __co

L= =~ worg
BT B0 " o T po* VOMS

BH. BO = BC" und
HO .. BO :7__67)1, daher;
B0 (BH 4 HO)=BC" + 00",




b

Nun aber ist BH + HO = BO, daher BO .= BC" + CO".

Nin aber stellt B¢ den Sinus] 0O den Kosinus des Winkels
«und BO die Einheit vor, daher hat man:

1 = (sin &)* + (cos )™ :
Gelegenheitlich sei bemerkt; dass man das Quadrat einer jeden, also
auch einer tugonometrlschen Funkzion f («) durch [if (z)]* =i (a);
aber nicht durch (m)2 ausdriicken soll. :

Nebstbei sei noch erwihnt, dass der oblge Saz BO' = BC”-{- .
+ 0" , weil BO die Hypothenuse, dann B¢ .und €0 ‘die beiden
Katheten in dem betreffeiden 1ecl1tivink1ichteu Dreiecke sind, nur
den nach dem Erfinder benaunten Pythagorag’schen Lehrsaz
vorstellt. .

Durch Anwendung dieses Sazes und der Lelusize dber die
Proporzionalitit der Linien in rechtwinklichten- Drelecken findet
man folgende 8 trlgonometnsche Hauptgleichungen:

1. sin® a 4 cos’ a=1, °
2. tang® « + 1 = e x,
3. cotg o + 1 == cosec® u,

, 4 tan sina
AR i P i o —=
L g cosa’
; D
b aot = o
y -S'Mi
. 1 S
6, cotga =-—— R
‘ g = tange’s
T, sec o = -
Cos &
o
8 e0%e0 0=, .. .
stne o h Coa EEEEL

welche von jedem Mathematik-Befliessenen’ sehr lelcht dem Gedicht~
nisse emgepragt welden konnen.

, §. 6.
Diese Gleichungen reichen hin, um die 6 wichtigsten tligono-
metnschen Funkzmnen durch einander auszudriicken. Es ist:
tany o 1
+ tang®s V1% cotgi a
l/ sectw — i : s

sec & "~ coseca’

sm‘a_Vl-—cos “’—V'i




1 . oty a .

008.u-—\/1-—sm o=

j Vi + ttmy"a , Vl + 4'0‘!/ %
| e l/cosec"a—i, o
/ ] seca . coseca v
sin o L,_‘/i_cosza L
Zcmg ;x = l/1 —sinta cosa. . .oty &
== Vsec x— 1= Veoesras1®
g Lo l/i—sm"u CUeos o i
! LYY o= ; - = i
| cotg_ = 7 Si;am , Vj —cos?u tanga
| Y oo o rE
| S l/aecz..aoa;—i_.'—;'\/,:cosy R PR ,
| e 1 S
: e = VI $iang® s =
} 860“ VT —stntn .08 G \/ + ng * .
| LV 1tcotgta _ﬁ"ﬁi“___
= cotga. - Vcosec-u—-—i’ :
_ ' 4 l/1+tany"u
cosee o = = = =

sinaf? Vii—gos?a = tang o
' secu
=V 1+4eotg® a = Vsec"w——i
Der Quersmus und Querkosmus, -welehe sehr selten in den
Rechnungerr Anwendung finden, sind in folgender Weise vom Ko-
sinus und Sinus abhfingig, Es ist, wie man auf -den ersten' Blick
ersieht; _
608 o + gtny o =1,
8in o + cosv
8. 7.

Um die nithigsten Gruﬁdsﬁze der Trigonometrie zu entwickeln,
seien in nebehstehender Pigur, ' '

ol

'_'B,'C’fzﬁa o
'“A'C’;:.;b‘; Lo dle
AB — ¢ Seiten,

-~ ferner N

/‘3 jg BAO = ‘f IR

ABO = ‘3 : dle

R e AOB = Winkel,
lallt man von 0 eine beuklechte CD =5 auf ¢, wodurch

ABin 4. D=w und BD = y getheilt wnd und schneidet man
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von AC ein Stick AE = 1 ab, so ist das yon E auf AB ge-
fallte Loth EF der Smus des Wlnkels P upd AF der Kosinus
dieses ‘Winkels. Es folgt sofort aus, der Proporzlonahtat der Linien:
sma.‘ 2 ., COsS® @
AE = b— und‘-ﬁ -:.'b—c ‘
Wegen L:z = tcmg M _gc_c;z_q,— it ferr}lel

tn h nd - cot, 2 .
agu_mu oqa h‘ .

Disse Gleichungen geben. frlgende glemhfalls lewht g1 m?»mos
mende Lehrsize: o

In jedem rechtwinklichten Drelocke ist immer elne Kathete

L gleich der Hypothenuse multlphznt mit, dem Smus des

dlescr Kathete gegenubel llegenden Winkels, . .
2, glelch der Hypothenuse multlphznt mit dem Kosmus des
dieser Kathete anliegenden (spizigen) Winkels," ’

3. gleich der anderen Kathete multiplizirt mit der Tangente
des der ersten Katlete gegenubel liegenden Winkels,

4. gleich der andelen Kathete multiplizirt mit der Kotangente
des dCI ersten Kathete anhegenden (sp1z1gen) kaels.

: ; & 8
Es 1sthq,b Sin g 5= . 80 By
worans SRR L
a b, e .
e m und ganz analog —f—m -

d. h. In jedem Drelecke vcrhnlten sieh die Selten gerade ru den

Sinussen der dicsen Seltcn gcgenﬂber liegenden Winkel, ot
‘ § 9

L b aos & und
YT, 0088, "
daher, wegen @ 4y =g L o
aT_b cos«—i—a cosﬁ

Granz analog hat ma.n -auch: .

' b=a. ooary+c cosm

S und == b Gosry+0 ic08 ;. i

Wud oy die Gleichung von ¢ mit ¢, dle yon.b mit b endllch

die von a mit ‘g mult1p11znl: 50 erhal man; o .

Es ist:



. ferner isty AT

et b'c'. ¢os u"—}- ac. 0034{3, .
! ‘b ——ab cosy + bo . cosw,
A=, cos iy + uc 003{3
Wird nun die Summe der bmden elsten Glemhungen von der
lezten abgezogen, so elha,lt man
@ —b2 = — 2. cosa, R
daher _ L
at —b’-l—cz—-‘)bo 008
den’ Oarnotschien Lielirsaz, Ganz analoge Auschucke erhalt man
auch fiir 5 und ¢2, ’ \
SEEEL '°8.10."
Utid den Sinus uml Kosmus der Summe und Unterschiedes
zweier Winkel dumh d1e emfwchen kael auszudlucken, se1 in
nebenstehendey Flgur AO _BO O’O = 1 '

’\{L : femer se1 o o
B Boa_,,. o
- N T AO.B._‘B’ . ‘
AR 400 =4 + ..

- Konstrmrt man den Sinus des kaels
F G D[ 4 5 danti %+ g und fillt man vom Fuss-
punkte Z des Sinus von g eine, Senkrechte auf.den unbeiweglichen
Schenkel OC und auf den Sinus von (« + ), so ist:
BD =sin ay... OD=cos s
AE: sin p, .. OE= cos @,
F__ sm (u + {3) O.F— 003 (u + {5)

sin (u + (3) .._EG 4 AI:[
und cos (m + ;a) = OG EH,
Danmn EAH—= BOC = &, ist auch:
' AH = sing. cos ,
-BEG = sm . €08 B,
" OG =008 &, 005 B, " _
EH = si L sin @y
und man findet endlich durch: Subshtuzmn dieser Ausdriicke in die
Oblgen fiir Sinus und Kosinus von (x+-g) gegebenen Gleichungen :
b sm(u—l-p)_smu oos{;-}—cos:::.smﬁ, a
¢08 (o + B) == 60§ &, oos Bl sin(x ¥in B

T
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Diese Séze wird man stets erhalten, mag man nun einen oder
jeden der beiden ‘Winkel spizig oderstumpf annehmen:’ -Wird aber
der Winkel g -negativ,: 8o hat: man. in Riicksicht, dass ein negativer
Winkel in; einem. Winkelsysteme blos .einen Winkel im entgegenge-
sezten Quadranten mit demselben unbeweghchen Schenkel bedeutet
und dass ohne Ruckswht auf em Zelchen die absolut.e Gl osse des
Sinus und Kogmus in emem nega,tlven kael w1e n emem positiven
gleich unvelanclelt bLsteht endlich de1 Kosmus in einem mnegativen
Quadranten sogar das Zeichen des po,smven Quadranteu belbehalt
welches sich jedoch beim Sinus #ndert:

Sin ('—{3): -— st ﬁ?,‘

cos (-p) = + cos B
und daher: .
sin (o — {3) = sm #.C05 B — 008 & . Sin B,

¢os (&— B) = cos a. cosB +sma smp

§ 11
Aus den eben entwwkelten I‘ormeln
sm(u+ @)_sma ¢0s B + cos a.sinB;

R

cos (a+(3)=606‘u.008{3+8ma sm@

erhiilt man den Ausdmck fur che Tangente der Summe und des Unter-,
schiedes zweler ‘kael Wenn man den Ausdruck von sin (x4 8)
durch den- Ausdruck yon cos («+ @) dividirt, sowohl Zahlel und
Nenner durch das Produlkt cos «. 008, thellt und Wlede,r d1e zmsohen
. Sinus, Kosinus und der Tangente bestehende 'Relazwn in's Auge fasst.
Man hat somach: = . b

. sind, cosB + cos t, smﬂ

tang (u’ i ‘3)— o W

€os &. cos By sinw.sin B

I T O R T »sina 6OSB+cdsu sinf -,
' _ cosa. cosﬁ—cgn cosf _ tang o+ tang -

N " cos o ot Be—sina, smﬁ R I tcmg o, tang B B
‘cos'a.cos B cos‘a.cqs'ﬁ 0 AR

U tang agtang B0 T i ann

A —tang o . tang p.
tang « — tang B

T A tang o tang 13

<Py dig Kotarigente hat man die réziproken Werthe. 't 7.

ninlioh: tang. (s + )

P \ und"tfmg '(a = p) =




: 1o

| SRR 12
Redumt man dle Ausdlucke filr o S
: gin (a=p) + sin (a4 —8). und fur :
; cos (a-}—p) +cos(a-—f5) 80 erhalt man:u
e sm(a+p)+sm(u—@)_.: 2.8Mma.cosp,
| sm(m-}-;a)——-.<>‘m(a¢——}3)__.j 2.c08 a8t
005 (a4 B) + 005 (a—B) = 2.005 «. cos(;,
608(u+@)—-cos(a¢—{3)::—-2.811’&0: .smfs
Setzt man nun: .

wdp=o
wmd’  a—p =1
das ist: s ¢+
. f = ——=
?
Lo e Y
50 erhélt man: ' .
) . LT e ' —_
.smcpy-l-sm\]_,;”‘ryzv.szn%‘,—q'y.cos-———wgq’: .
sin ® 4—82?15/¢fé:f‘i "2 c0 (P-H'- R se‘n:———'ff? 5
. . Ty 2 2
cosm-}-cds'\'l/"—" 2 Gosq’—2—‘-,J .003 ;qJ:
cos¢—coa\p~-—2 .9zn(£:-;-‘k 'in—"(P:P .

Dmdn’t man nun d1e elste der 50 eben érhaltenen Glewhungen
dlnch d1e zwelte, so erhalt man : B RN LT TR

sin(p+simp +q, 4, . ”M“,"‘ ) ‘,

sinp—siny ™ = “na _—‘,_,.COt _2: tansl_.—q'J
g1

Sezt man nun in den fur Smus und Kosinus von (« + B) erhal-

tenen Ausdriicken abwechselnd a pomtw und negativ und g = (4 909,
+ 180°, + 2700, + 360°) und beriicksichtigt, die Grisse der Sinusse -

und Kosinusse fiir die Winkel von 907, 180° 270 360° (§, 4), so

findet man die Werthe fiir Sinus und Kosmus dex betr eﬁ'enden Wlnkel
sin o cos o
welche , Wenn: man bedenkt, ‘dass ,tcmg &= und cotg = —

auch fiir die Tangente yhd Kotangente ansgedehnt werden kénnen,
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. :Diein der nachstehenden Tabelle -erithaltenén Ausdriicke be-
zeichnen die Grisse der Funkzmnen samunt zugehougen Zeichen fiir
die Winkel (#+4), (2 — nc) (u—m) wobéi =907, 1809, 270°

und 360°).

Tafel, zur Werthbestimmung trlgonometrischer Funkzlonen in
allen Quadrantien,

“winkel: ] 7 :Binus © -| Kosinus | Targente | Kotangente
0 | oo00sw | st e | = C0lg o | dang |
90 — co8 & sin » cotyg & . tang &
ca— 90 —00sa | . sina | — COIg )| — ttmg‘u‘
180 4 —sto | — 008 n tang o coty « |
180 — & Cging | tecosw | — tang o | — coty a
x—180 | —sma | —cosa tang o coty o |
270 4+« —cos.a. sing | — colg a tcmg &
270 — o oS a | — sa A ""G“otg‘a tang .«
w270 | cosa | —sina | — éotga| — ta@gyl
360 4 « sing | cosa tang o cotg o
360 — & — sin o cos'w | — tamg o | — colga
a — 360 o sina.|, . 084 tqngu ' “2’01?59‘"“
B § T4 -

Sezt man in den Ausdlueken ﬁu den Smus und Kosmus von

(& + {5) das Q =4, 50" hat man

.stu:Z.ooeu. '8 oty

0,
=cos’® « + sm o.

008 2 == 608"« — st e,
s  — -
.e0s 0

Subtrahirt’ min emrnal dle Glelchung cos 2% von l = cos a’+

‘und

SR 1— cos 2a

{+cos2a .
L 008 e =— —_2-—4'

+ sin® a, und addut Sle e1n Zweites Mal zu chesem Ausdruck, so
erhilt man, wenn mian die Funkzmnen des emfachenkaels bestlmmt
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und , da’ dlese Relazion ‘éine allgememe lst;r m‘flss' sie'auch- gelten,

wenn a 1n —ubergeht Ds lst also:

“__ \/i——cosa k w‘ £
My = | .
und oosﬁ': [Adcosar e

27 V.o e
zwel zur. Verwandlung des Sinus und Kosinus des ganzen Winkels
in,die. Funkzionen .des: halben, oder wngekehrt, hiufig a.ncrewandte
Formeln

Aus dlesen beiden . Formeln erhalt man durch unmlttelbare'
Division ; = ‘ e

tcm_q ~v = i—:___??_‘i_; — '\/(1 — c;os-a)(t‘ + cos a) . Vi— cas"l = -
. 14 Cosa (1 + cos o) 14 cos «
Lo N sinta 0 Sina -
A4 cosq . .4+ cosw
und ebenso ( ;

) A

: 1 1—cosa T - cos a2 - cos P
ttmg 5= =\, = 4
1 + cose (1+ cos a)(1 —cos @) ;/"“"_1 — cosrz“ -

1 — cosa L 1 — cos o )

V sinla ."""? *

es ist also;

sina - 4
tcm_(] . COS -4
1 + cosa  sinaw
Fir die Kotangente hat man die reziproken Ausdriicke.

Auf dasVorangeschlckte (§ 11) gestuzt glauben wir naohstea
hende Formel ohne weitérer Herleitung ansézen zu diirfen,

tan ( +et ); _tanga + tang B + tangy —tany « tang B tang ¥
g Lo 8 - 1——tang o tang h—tang « tang y—tany B tany ¥

Sezt. man
‘ tang ® == m sonnt E— ara.' tcmg 7 .
! " tang g = n  p=are. tang y
o ta,ngry::z » r'y_.arc tcmgz,
-0 ist: ' i
' m+y + z— ayz

tang (tx. + ﬁ + ‘Y) = oy = py—yz'

folglich

ac+(:3+ry—-_a10. tany(

X+y+ 2z — ays
1 — gy &% — Y%
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und daher: - ‘ ‘
are. tang @ 4 arc, tang Y + are. tang 2 =
w4y+r—ayx \r

= are.tang (S0

§. 16. o
. Diese Formel ldsst sich nun sehr bequem zar Berechnung
:der Ludolf'schen Zahl beniizen, wenn man > '
T+y+T —ayz :
wtyrE—oys
11—y —aog—yz .
setat, wobel 4 Jede posxtxve reele Grosse be7e1chnen kann allem ‘
auch die Grossen @, y und 2 miissen so a,usfallen, ass man zur erk-
hchen Be1echnung die Reile ‘
‘ Cw | ws w? )
are. tang w = w ——-{-,————-i—
mit Vo1the1l anwenden kann, Der natfirlichste Velsuch 1st
' m+y+z-——a'yz :
1—ay—az — yz
Care. tang @ + arc. tang y + are. tang 2.= are. tang 1.

=1 zu sezen, wornach

~Bleibt man nun zur Bestimmung der Gréssen @, y und 2 bei
den rez1p10ken Emhelten , 80 ﬁndet man bald dass oblgem Bruche
d1e ‘Werthe '

Il

oo ot~ =

@
Y
Lo Z
Genu ge lelsten

- Nachdem nun aber arc. tang 1 einen Boaen, dessen Ta.ngente

6¢
dle Elnhelt ist, bezelchnet welches fiiv 45 = E—a—- Sta.tt hat und

de1 Umfang eines Kreises durch 360 — 20, (fur den IIalbmesser
=1) ausgedluckt. wird, so ist der Bogen 45° =--, daher endhch

I_cwc tang % + arc. tang L + are. tcmg

' Diese Formel riihrt von dem verstorbenen Professor Pr. L. C.
Schulz v. Strassnltzki her, welcher sie dem berithmten Kopfrechner
" Zacharias Dase zur Berechnung dieser, in der Mathem:mk 80 wich-
tigen, Grisse anwies.. ‘
Die von Dase berechneten 500 ersten Dezmmlstellen smd
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314159 26535 89703 23846 26433 83279 50288 41971
69399 37510 '58200 74944 59230 78164 06286 20899
86280 34825 34211 70679 82148 .08651 32823 06647
09384 46095 50582 23172 53594 08128 48111 74502
84102 70193 85211 05659 64462 29489 54930 38196

.+ Bereits . 287 -Jahve ¥or Christi’ Geburt ‘berechnete ' Arehi-
medes aus Syrakus das -Verhilltniss- dées Kréfstinfanges: zu seinein
Durchmesser und fa,nd dasselbé ?’7—2 ‘Andere halten -dafiir, dass
. bereits ﬁuhel von den G‘relehlten der ostmdlschen Kompagme (Bra-
"mmeu) das uoch genauew Verlmltmss ﬁgl gefunden wor clen sel.

In spiiterer Zeit wurde dieses Velhciltmss von verschiedenen Mas
thematikern immer genauer bestimmt, unter welchen Bemithungen
besonders jene des Ludelf von. ()eulen merkwiirdig sind, weshalb
diese Zahl héufig nach-seinem N;Lmeu genannt wird. . Auch . Leibnitz
und Peter Metius gaben sich grosse Miihe, Das Verhiltniss, wel-
" ches Lesterér berechnete und zu Anfang .des 17. Jahrhundertes
durch:seinen -Sohn Adrvian Metiug ‘beka,u'nt wurdle,: wird .durch die

- l'
-ersten ungeladen Zlﬁ‘ern nmnhch 5 pzmrwelse aquedmckt

Victu, ein I‘mnzose bexechnete dlese Girdsse (1600) in: 10
Dezimalstellen ; um dieselbe Zeit Adrian Remanus (gest. 1616),
ein Niederldnder bis auf 17; Ludelf von Ceulen (1619) bis auf
32; Sharp zu Anfang des 17. Jalwhundert mit Hilfe der neueren
Analyse bis auf 72; Machin, Professor in London (1706 bis auf
100 ;- Lagny (1719), ein Franzose bis auf 127, Vega : (gest. 1804)
bis auf 140, Dézimalstellen,. von denen jedoch Vega die lezten 4
nicht 3172 sondern 6136 angibt. Dndhch wurde diese Zalil vor
‘Dase noch in 154 Dezimalstellen berechnet, welche sich in Hofr atht
Kiistuer’s Anfangsgrinden der Mathematik, (I Theil, 5. Auflage
Seite 330 vorfinden, In d1esem Buche smd die 1e7teu 2 Ziffern
nicht 11, sondern 03:.

- .. Noch ist “selr ‘bewerkenswerth, dass der kurz vor Aristoteles
lebehde  Geometer Antifon. lereits die: Quadvatur des Kreises: auf
‘aine, obschon: vigl 1nithsamere Art, als anit Hilfe unserer ‘e‘lenieu'—i
taren Methoden, doch aber auf sehr razionelle ‘Weise vérsuchte.
Qb ‘Antifon das: Verhiiltniss selbst angib, ‘ist unbekannt.:
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Wi wbllen nodh piim Sehlusse folgende Gitdasen’ angeben
log. vulg. = = 049714 98726 94133 85435 12682 88290 89RST
log. nat, w =1 14472 98858 49400 17414 342

V=1l 77245 38509 05516.027 - .. . oo

Vow = 146459 18875 61523 263 ;
L 0-31830 98861 83790 6%15377679 26745 02872

- §.17 |
Sezt man in den bereitsbekannten Ausdriicken fiir sin (¢ 4+ ¢)
und cos (c,c +4), § 10, anstatt | die Werthe ¢, 2 q;, 3 8
u, s, f., 8o erhiilt man nach geschehener Redukzion:
8in 2 ¢ = 2 sin ¢ cos ¢
sin 3 ¢ = 3 sin ¢ cos® ¢ — sin® ¢
sin 4 ¢ = 4smq>cas 90—4sm ¢ cos ¢.
u. 8, f., ferner:
cosch.._cos su—-—&’&n )
608 3¢ = cos® c;—-?)ooscpsm ¢
008499“"'008"(9——60081908’&77, :p+s1.n pus f
Wenn man run die zweiten Theile dieser Glelchungen mit dem
sogenannten binomischen cder Newfon’schen Lehrsazet

R ) T2 2
(a+w)k:_a.+mb a:-}-",(l 2—)a,m+
nin—1)(n—2; n—3 3
A 2.3 4 ¥

aufmerksam vergleicht, so sielit man leicht, dass die Summe aus dem
Sinus .und Kosinus eines nfachen kaels dxeselben Koeffizienten
und Potenzen enthilt, wie die nte Potenz der Summe aus dem Sinus
und Kosinus des einfachen Winkels und sich somcll das im New-
ton'schen  Saze befindliche Paskal’sche Dreieck - auffinden 1dsst.
‘Auch findet man sowohl in den Gleichungen filr Sinns, als fiir Kosinus
einen regelmissigen Zeichenwechsel. Die Gleichungen fiir die Sinusse
der vielfachen Winkel enthalten den Sinus. des einfachen ‘Winkels
nur in ungeraden Potenzen, wihrend bei den Gleichungen fitr Kosinus
das Gegentheil Statt hat. Unter diesen Voraussezungen gelangt man
also, wenn man zur hesseren Erkenntniss eine hinreichende Anzahl
solcher Gleichungen (etwa 5) fiir Sinus und Kosinus der vielfachen
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Winkel sich, entwickelt und auch : die Werthe fiir :die- Binomial-
koefﬁmenten L ‘

) (u—-i) (n-—2) o (m— [1-——1]

("/_ SLes. L e—l)r o
wobei fir unseren Fall n und » gfm7e +Zahlen sind, be1echnet hat,
zu folgenden Reihen: S

. : n)\. n—-1 n—-3 3
sin g = (1)-‘603 ¢ sin ¢ ——‘< )cos ‘¢ 8in ¢ -+

n\  n—5 5 '
+(5)cos gsing—. ... und
T e a
008 g =005 @i \g) 008 qsimgt{y)eos. qsin g o—.
Nachdem der Sinus’ mit" dem ‘Abnelimen des entsprechenden
Bogens immer kleinex und der Kosinus der ]"mhelt immer néher
wird, so kann nian, wenn nq; in @ ube1geht WOl)el n sehr g1osq

daher ¢ sehr klein sein soll gewiss statt sin ¢ = ¢ oder = .— und

statt cos ¢ = 1 sezen. Unter dieser Voraussezung abel, wenn netm-
lich » eine sehr grosse Grosse vorstellt, ist die Verminderung der-
selben. um 1, 2; 3 w. s. f. ganz unbedeutend und man kann

o n—l:n—-2~n—3m‘_ Sy e =R
sezen nnd ha.t endhch fu1 den unendhch klemen Bogen ) folgende

Funkzionen : X
7 B

smm-jw‘_-—+5'-— |‘|". L
cat ph P
cos .o 1, ,__ ol ,
d! b.
Wobel mb=1, 2.3 0%, (e _1) dhe i

“Diese beiden Reihen: Welden fm Spatewn auf einen wnderen
Wege helgeleltet elschemen ' ERRR e :
o §. 18, :
“'Wird: die Rethe: fiir . sfn » mit \/——i multlpllzut und-’ daq
"Produkt.zur Reihe fm cos-w addirt, so-erhitlt man:in Betracht:
VIp=—1, (V=T VL (VST = -+ 1,

1. 8. f' den Ausdmck. '

cos . + i W + M/TT +(mV:T)+
lm\/—-l)
3l + :

  +,
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woraus? o
VT

o cose+ V-—lsinw=e ).,
. Wird nun statt @, no gesezt, 80 ist: ‘

) nx’ T

¢os nar+ \/—~1.9mnw—-e .

nx" =1 ( xb” 1 n
14

und’'da’ |

e = /
1st endhch

' cos nx + V —lsinna = {oos @ + \/'—1 sén 'v}
die Molvre’sclie Binomialformel.
Aus den beiden fiir sin @ und cos @ gefundenen Reihen kann

mai bekanuthch gelr leichit folgende Reihe erhalten:
B 7
ta,nga,::a:+ +2m 513(—{:7+'
‘ Weun man nimlich die belden Reihen fiir Sinuns und Xosinus durch-
einander d1v1d11t und die noch unbekannten Koeffizienten der Reihe
fiir fang @, welche analog der Sinusreihe nur ungerade Potenzen
enthalten kann, nach der sogenannten Methode der unbesmmmten
Koeffizienten, entwlckelt : o
Nebe11be1 sei noch elwa.hnt dass man dumh Umkelnung cheserv
Relhe eine sehl bequeme Reihe fiir den Bogen erhiilt. Es ist also
tang® a: tanyS ¢
8 5

are &=

tang & — -
8. 19,
,. Ds ist moch nicht S0 lange her, dass man die imaglnﬂren
Grhssen ‘mit einer eigenthtimlichen Scheu betrachtete und dieselben
mit Gewalt aus dem mathematischen Kalkule zu verbannen suchte,
Man kannte nur ganze und gebrochene, “positive und negatlve
Grossen und Detrachtete Grossen, wie + » ¥"—1, als nlchtsbedeu-'
tende Grossen welche nur etwa den Zweck liaben, in der Rech—

*) Denn es ist, wenn e = 2718281823459, ., die Grundzahl der natiirs
lichen Logarithmen bezeichnet:
‘ x 2t o3 . wmh
e=ltat gt
und wenn
@ in @V 1 tbergeht, gelangt man zu obiger Rethe,” *
E Sedlaczek, Hompendium der eh, u. 8fir, Trigonometrie. 9
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nung durehzulaufen und anﬂwowon, dass ein gefandenes Resultat
unbrauchbar sei.

Elnc 6risse 4 mit 1uel- Grdise B multlpliziren , helsst: dle

Grisse A in 1hrem ganzen Sein so oft nach dem Wesen der Grosse

B anzusezen, als es dicse verlangt,, -
Denkt man sich ‘einen

7\[ - ‘mathematischen Punkt
0, von dem Zyei entge-
gengesezte gemde Rich-

+
é VAN tungen 04 und O A'
/)

A

ansgehen sollen. 04 sel
T % p normal, das ist positiv
L : 4, 5015t O A negativ.—
' " Nun aber laufen in glei-
cherEntfernungzwischen
B . beiden Richtungen eben-
) o A - falls entgegengesezt zwei
o ‘ andere Rwhtungen' die
Lateralen OB und OB aus. Danun O das’ entrale und O.4 die nor-"
male Richtung bildet, so sei O.B die posmwe Lateralrichtung wmd OB"
die negative Lateraluchtung Wird nun von O aus auf jede dieser 4
Rlchtungen eine’ bestimmte Einheit atfgetragen, welche belspiels—
weise die Punkte 4, B, A! und B erveichen soll, . so dass
T 04=+1, 0d'=—1, OB = + *1, OB/ ==-—*1, so wird es, in
- Beriicksichtigung, dass auch durch:das Zeichen das “Wesen einer
Gxosgﬁ bgchqgt wird, leight sem, the verschledennngen Kombina-
zionen Yon je zwel oder auch mehr der Faktoren + 1, - 1,* und
— *1 als Pmdukte dzuzustellen So ergibt sich *1.*1= —1 1-)
oder {*1)? == — 1 das helsst: *1 = V' _T; es wird daher durch .
die sogenannte imaginire Grosse V' =1 ecine -recle Grosse Jjener
Seltenm:htnng vorgestellt, welche in unserem Systeme glemhwelt von
 der positiven und negfxtwen Richtung und bei oblger "Annahme von
der positiven Richtung gegen 1echts entfernt ist, Allein ebenso wenig,

)

4+) ¥ entstoht ans der Novtalen + 1 d'\(lm(,l\, dass duselbe um den
Winkel von 90 Graden' bei oblgev Annahme gegen rechés gedreht
wirdy es wird daher ¥ mit *1 multiplizict, wenn *1 ebenfalls um
einen rechten Winkel gegen rechts gedreht wird, wodm ch der
Sclu‘nkel —1 gedeckt wird,




19

als das Wesen und die Entwicklung der trigonometrischen: Aus-
driicke eine Aenderung erleidet, wenn man was immer fir einen
Quadranten als den ersten annimmt, ebenso wenig hat obige An-
nahme Einfluss auf die erlangten Resultate, mag man nun die positive
Seitengrisse in der Rlchtung gegen 1echts oder gegen links annehmen,

§ 20, S i

Allein diese spezielle Lateralrichtung, - Welche blos fiir den
rechten Winkel gilt, lisst sich selbstverstindlich fiir jeden beliebigen
Winkel © ‘exponiren. Denkt man sich Behufs dessen von O aus
gegen M eine Rlchtung, welche zwischen die Richtungen -+ und *
unter dem Winkel ¢ fillt, so ist AOM — ¢ und man bezeichnet
die Grisse dieser Rlchtung, wel che die glmche Ldnge mit dexi einhieitli=

chen OA OA' OB und O_B' repmsentut durcll d’tS Symbol (q,) I:

Um nun dle Relazmn des Symboles < q)) 1zu bestlmmen, f’alle ma.n

von M eenkrechte Linien: auf 04 die ML’ und auf OB dle ,M'D ‘
" Esist also wegen "AOM =, das EM *smcp und OE= ,D_M'—-—

== 05,9, daher weil (q;) I nur mit dem Euelchen des Punktes M

vollstdndig erreicht ist, zu welchem man gelangt, mdem man den
Weg OF'==cosy und EM =*sing zumckleat ist auch

( > 1=cosg -I—*smcp
\

und da kraft obiger Definizion sin o Jnit “*1. multipliziren, keine
andere Bedeutung hat, als dle Grbsse sin ¢ Emmal lateral ansezen,
ist auch: - . i ‘ S

smp %1 —v*smw,
und weggzn R

*1——\/ 1

erhilt man durch Substituziod.

o (¢>1—006¢+ \/——l.smq; (I) -
Es ist daher auch: ‘ SRS

[( >1] = (aos ¢ + \/ 1 sin cp)
- Die Velsmnhchung durch die Flgm gibit deutlich:

B T (T

. 2 %
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ebenso

7=
[(:)11‘; <:¢>L

( )1__(cosc,,+ \/——1 smq;)

G‘ranz auf dieselbe Welse, wie frither (Z) erhalten wurde, erhalt
man auch

und allgemein:

daher ist auch:

( ) 1= coan, -]-\/—1 sin n g,
“somit ist:
cosmeg 4 \/—lsv,nncp_(cos.p-i—\/—l sm:p)n )

swelche Formel die Molvre’sche oder die trigonometrisch e Binomi-
nalformel vorstellt, die Gauss (Karl Friedrich, geboren am 30, April
1777 zu Blaunschwelg, gestorben am 23. Februar 1855 zu G+6 t.tingen)
auf eme 50 uberraschende und elegante Weise entwickelt , vvaluend
sie sonst nur auf hoheren und langen Wegen erhalten wixrd.

- 'Wird die in dieser Formel angezeigte Potenz nach dem New-
tom’schen Lehrsaze wirklich entwickelt und sezt man die weelen
und imaginiren Grossen einander gleich, so erhiilt man :

- n n—1 n n—3 3
sinne=|\7y)cos ¢ sing— (3') cos ¢ sin g~
" n—~5 : -
+ 5)608 psing —.

‘ : o n n—2 2
aoanso:cosgo——(g) cos c‘osm{p“‘ L e
. n n—u !
+(4>aos @ sin ...,
§. 21.

Um den Sinus und Kosinus durch nach ihren Bogen fortschrei-
tende Reihen zu entwickeln, erinnert man sich, dass je kleiner, ein
Bogen ist, desto mehr sich sein Sinus diesem Bogen néhert, man daher
sinw = & + s @ sezen kann, wo 3 (Differenz @) eine von @ in eben
angegehener Weise abhiingige Grosse bezeichnet, welche somit & als
Faktor enthalten wird, Wie man leicht sieht, kann 5 @ nicht ce @ sein,
da man sonst fiir sinw den Ausdruck (« + 1) @ erhielte, was' it obi-

e
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ger Gleichung im Widerspruch stiinde. In der zu entwickelnden Reihe

kdnnen nur ungerade Potenzen von @ erscheinen, weil mit dem Zei-

chenwechsel von & auch gin @ das entgegengeseste Zeichen erhalten

muss, denn es ist sin (— &) = — sin 2, daher sei;
sima=a+Ca* + Ca*+ G m"-i—

in welcher Reihe nicht Sinnwidriges liegt,

Um nun die Reile fiir den Kosinus zu erhalten, bedenkt man, dass
sich cos # mit dem Immerkleinerwerden vbn & stets mehr der FEinlheit
nihert, und dass wegen cos (— &) == cos (4 «) der aufzustellende
Ausdruck nnverindert bleiben muss, wenn auch 2 das Zeichen #ndert,
was nur bei geraden Potenzen der Fall ist, daher-also:

cose=1+C,a?*+Ca*+Ca’+ ....

Umn nun die Koeffizienten beider Reihen zu bestimmen, wird man
die beiden Grrundgleichungen

sin'a + costw =1
008"y — gin* @ =cos2 . -
in Anwendung bringen und hat :

oos’m:1+202m’+20,,gm‘-l—?.C’,, 2420 )a* + ... (1)

+ ¢'f 4200 +20.0,
+ O
sin'e = + 200+ 20, (o' 420, (a8 +20 )20+ ...(2)
+ c”€ +2002 +20,6,
+ 5

‘00826&—— 144 C, a* 416 C, 4 464 C, 2" 4256 Cy 2" 4 ... (3)
Durch unmittelbare Addizionund Subtrakzion-der beiden Re;hen

(1) und (2) und beziiglich Gleichstellung mit (3) folgt also :

1+2U¢$m’+2,0,, a2 2420 \ft...=

+1 + O +20C,0, +206, 6
426, ) 426, + 0r )
‘ + C’az k + 2C'7
ferner o + 20505
1+ZC'.‘..E a* 420, (o' 20, [m“‘+2C’H o=
—1 + 62 4200 +260, |
o —2¢,) 20, + O
. — O A —20,
e ' -—-2010

~—1+4:0 .'-Lz+ 1604(” +640 $8+25603x + -1'1 <0
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Diese Ausdriicke milssen- aber fiir jeden We1t’h von % 5 dahef
zmch fur 2 = 0 identisch sein und man ha,t ’ o
o 20, +1=0

20,42+ 0'=0"

20, 4+2C 420,00, 40C2=0 ,

20,420, 420C,0, +26C, 0+ C*=0 u s L
© Aus dem zweiten Ausdrucke erhilt man, wenn man die K¢ effizien-

ten dEIJGnlUGII Glieder, welche gleiche Potemon der Velemdelllchen
enthalten, einander gleich sezt : ‘

20, ~1=40, ' R
20,—20, 4 CF=160, - DR
2020, 420, G — 0 = 64 C,

20, —2C +2C,C =200+ ¢ =256C, u s L

Lbset man nun diese BedmgungsgIelchungen auf, 80 erhilt man

1
027"‘._: E
' Fo
1 I iy i HE [EEARYEN R 1y
03:-— — T — —_———
I s 6 1.2,8 -
) 1 . 1
C, = —_
CTA T 21 1.2.8.4
‘ 1 ) 1
0;,:::: ,e—a 2 -
’ 120 : 1.2,8.4.56
o | o e
(T —— T e e — U, S. f‘
s , 720 1,2.8.4.5.4

" Wenn mml “diese entwickelten Koeffizienten in dle a.ngen0m—
menen Ruhen substltmrt §0 erhalt man endhch:

.
: : $ - 5 b
Ho o .
smw.._wfg—l +5! —
a-'* ah 'w“ :
cosm—_l
g1 T T +

zwel zur Rechnung sehr bequeme Reihen.

§. 22.

Um auf ganz elementare Welse die Sinusse und Koslnussa zZu
berechnen, konstruire man sich ein gleichseitiges Dreieck und seze
jede Seite gleich der Einheit. Es wird also der Sinus eines dieser

. .. 1809 ; . . e .
‘Winkel, das ist sin - = sin 60° die Verbindungslinie eines Schei-

tels mit dein Halbirungspunkte der gegeniiberliegenden Seite und der
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Kusikms die, ¥Ifte der cinen auf diese Weisa gehilfteten Dreiecks-
seite sein, Man hat daher nach dem bekannten Sazé des Pythagorms'

ain 60° ==\'1 — ¢os" 60° == } V3. ;
‘Werden nun sowohl Sinus als Kosinus des halbeu ‘Winkels durch
die Funkzionen des Ganzen ausgedriicks, so ist:
I— cos 600§

‘I * 0 —— I e
gin 30° = \, T und

cos 30° = \/ Ly ool = 1y,
2 2 _
Berechnet man sich sofort stets dic Sinusse und Kosinusse des
halben Winkels der eben stets herechneton Funkzionen, so gelangt
man nach kurzer Rechnung zu den Sinussen und XKosinussen von

) ) ) )
— . Veorgleicht man nebenbei den Sinus des halben Winkels und den

entsprechenden halben Sinus des ganzen Winkels, findet man; dass
bei dem Immerkleinerwerden der Winkel sich diese Funkzionen
Cimmer niher kommen und dm Sinusse ahquoter Theile der Winkel
zu den zugehirigen ahquoten Sinussen der ganzen Winkel stets
melir proporzionirt werden, obschon disse Proporzionalitit niemals
vollkommen erreicht werden kaun; denn es ist:

. D g @ .
sin @ = 2 siny . co8 7,

ferner muss jedenfalls cos 2 & 1 soin, mag aich @ dem Null noch

50 nahe kommen, daher findet man durch SubstituzZion dieser Un-
gleichung in die vorhin angefithyte Grleichung fiir sén- 2 und gleich-

" Core .o . sinx
zeitige Division durch 2 sin N den Ausdruck < 1, das helsst
; T 2mn2
. Sl)l
sing > L
Siﬂﬂ'

nimlich: wenn auch fiir sehe kleine Winkel beziiglich der Sinusse

derselben sehr nahe dasselbe Verhiltniss Statt hat, wird das Ver-
héiltniss der Sinusse doch stets grisser sein, als das ihrey zugehbngen
Winkel. Do ~ : |

Vermige der frither besprochenen Pmpornonaht.at wird sich

v, 10 ) v 150 " . .
L noch sehr gut durch TE . sin m ausdriicken lassen, withrend
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10 4. .7, 180
doch sin 1—67 T sin TE Felner ist zuvellasmg das emem Wlnkel

entsprechende Bogenstuck glosser, als der zugehorige Smus da-
~ her auch L
) 10 : 10
sm — L are
R STE

Nun aber ist arc 10:‘5‘6% — 0:01745329 und

10 arci® )
arc_-j—ﬁ: T 0-00109083; felfnel' findet man durch Rechnung
2. sin ' = 000109078,
15’ 1

10
Das a,rlthmehsche Mlttel der durch are o 20 gt oss und durch
1.
'
ren Werth;

150 . wo. 40
sin TR Klein ausgedriickten Werthe fiir sin I gibt den wah—

sin L == 0-0010908.
18

Aus sm— belechnet man lelcht cos liﬁ =0 9999994 und

findet endlich durch Anwendung der fiir sin (« 4 (3) und ¢os (& + #)
gegebenen Formeln:

15
1° = sin
sin %

15
16

+ —‘—) 00174524 wnd
“eos 19= cos(

+55) = 09998477,
Mlttelst der Formel! : ,
‘ sm(a-l—@)_Zsmacwﬁ—-em(u——ﬁ)
cos (x4 8) = 2 cos ®%C0§ B — €08, (a—8),
Welche man aus dén  filr sin {a 4+ p) und cos (« + @) bekannten

Formeln durch wechselweise Addizion ete. erhiilt, findet man fir die

Substituzion R
a=n 41

=1
©08. 10 =0 9998477
folgende Formeln:

sin (n 4 2) = 19996954 sin (n + 1) — sinn

o5 (n 4 2) = 1,9996954 cos (n 4+ 1) —cosn, ,
.durch welche man fiir n=o0,.1 2 3 .+ . . die Sinusse und
Kosinusse von 2°, 3°, 4%, 5%, . . crhilt, '
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" Bevor wir zur Aufldsung der Dreiecke iibergehen, ist es noth-
wendig, weil mit Beispielen yerbun‘den,‘Einiges'ﬁb‘ef ‘den Gebrauch
{Qer trigoniometrischen TLogarithmentafeln vorzutragen. Jede Funkzion
spielt bekanntlich eine doppelte Rolle, weslialb die trigonometrischen
Tafeln ‘ntr unmittélbar bis 45 Grad sich erstrecken, Die auf jeder
Vertikalspalte ‘oben 'vpl']iomlnéndeﬁ:Uebersc(hriften sind unten ge-
wechselt; allein auch die leste Vertikalspalte, in welcher abermals
Grade vorkommen, fingt riickwirts mit 45 Grad an, steigt fort-
wihrend gegen vorwirts und endet wmit 90 Grad. Weil aber jede

" Funkzion die Kofankzion des ‘komplementéiren; des Ergéinzungswin-
kels zu 90 Grad ist, ist auch sin (46 + «) = cos (45 — «) und
‘tang (45 4 &) = cotg (45 — =) und daher gelten derlei Tafeln fitr
diese vier Funkzionen in allen Winkeln von 0 bis 90 Grad.

" Die trigonometrischen ngarithmen“ta.f‘éln‘ enthalten gewohnlich
ausser den beiden die Grenze bildenden Vertikalspalten, in welchen
die Grosse der Winkel ersehen wird ond jenen Spalten, welche mit
sinus, cosinus, tangens und cotangens {iberschrieben sind, noch drei
‘andere Spalten, welche meistens mit Differenz bezeichnet sind, Von
“diesen’” Spalten hat sowohl der Sinus als der Kosinus, jeder seine
eigenen Unterschiede; die Tangente und Kotangente hingegen haben
nur Eine gemeinschaftliche Spalte fir die Differenzen; weil ihre
“Werthe reziprok sind, somit ihre Logarithmen sich dekadisch ergén-
zen, In dieser Hinsicht stimmen die trigonometrischen Logarithmen-
tafeln miteinander vollkommen ﬁbereih; nicht: g0 beziiglich der An-
gabe der Diifetenieii selbst, da diese in einigen Tafeln so angegeben
sind, wie man sie durch Subtrakzion von je zwei unmittelbar aufein-
ander folgenden Logarithmen gleicher Art findet, wilrend in anderen
Tafeln die Differenz fir die Sekundeneinheit zwischen je zwei aunf-
einander folgenden Logarithmen gleicher Art direkt gefunden wird.

. Bsseien 4 und Bzwei nnmittelbaraufeinander folgende Logarith-
men in der Tafel, so wire.4—I = 5 die Differenz fiir eine so grosse
Sekundenzahl, als die Tafel zwischen 4 und B fortschreitet. Wiirde also

: L
die Tafel um s Sekunden zunehmen, so wire - die Differenz fiir die Se-

kundeneinheit zwischen den ‘Logzirithmen Adwmd B,
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Um nun einen trigonom. Logarithmus aus den Tafeln zu ent-
,nelmen, sucht man den Winkel entweder in der ersten oder in der
lezten Spalte, — wovon sich-die erste Spalte auf die oben angesez-
ten Uebelschrlften und die lezte Spa.lbe auf-die unten gewechs elten
Bezelchnungen bezieht. Ueherdiess wird der Logmlthmus in jener
Horizontalzeile a,ufg,esucht, in welcher der exponirte kael entweder
ebenso gross oder der néchst grosste zu _]eneln Winkel ist, zn welchem
der trigonom. Loga,uthmus gesucht wird. Besteht nun eine Diﬁerenz

zwischen diesen Winkeln in o Sekuuden, 50 hat man . .

d
N3
s

eine Gwsse ) welche + zu dem in der Taufel gefundenen Logauth~

oder

mus addirt wird, je nachdem der aufgesuuhte Logarithmus einer Funk-
zion 0(161 einer Kofunkzion angehort; was aus der Natur der Funkzioh

“und dahel, der Tafel selbst hervorgelt, nachdem die Logarithmen der

Funkzzonen bestcmdlg wachsen und im Gegenthelle Jene del Kofunk—
'zmnen bestandlg abnelnnen. ‘

Belspiele. .

1. Es soll log . sin 28° 3112312, aufgefunden wenden
In Vega's Tafeln findet man in der-Spalte(oben) log sinus fiy

28931 den Logarithmus 96788955 als fiir den néchst grossten Win-

kel, der in der Tafel verzeichnet ist, Die Differenz zwischen jenen
beiden 'Winkeln, von denen: der evste (28°31') zu klein und der

zweite (28°32) zu gross ist, betréigt fir die Sekundeneinheit, das ist

fm eipe Sekunde 38:74, daher fir 23°2 Sekunden
3874 X 232 =899 nicht ganz, - .

5aber doch eher als 898. Da nun der zu suchende Logarithmus einer
Funkzion (Sinus) angehtrt, hat man endlich durch Addizjon:

log ain 28°311231"2 == = 9:6788955 + 0-0000899 = 9 6789854,
2. Bs soll log . sin 118°31'23"2 gefunden werden. Nachdem
wie hekannt, die Tafeln nur.bis 9° gehen, so wird man sich zur. Auf-
findung dieses Logarithmus einer der beiden Formeln :
8in (180 —a) = sina

" 8in (90 4 &) = cos «

#) Die Einheilen dlesér Grosse sind Einheiten der sighenten Dezimal-
stelle, wie ‘aus .der Natur:der Sache Teicht zu: ersehen - ist,
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bedienen, weil der kael, dessen tngonometrlschen Logarlthmus
man sucht, im zweiten Quadmnben das ist zw1schen 90 und 130
‘Graden liegt; 8o dass man hat: ’

loJ sin 118“31'25"'2 = log . sin 61028'36" 8=
- =log i cos 2803112312, = .

Fur den usten Fall wird der Winkel von 61°28! 111 der lezten
Spalt.e gefunden, daher ier die unten gewechselten Bezeichnungen zu
geltery ‘haben, Man findet in den Tafeln log sin 61°28' = 9 9437612
und als Differenz aw1schen dem n#chst gldsselen und néchst kleine~
ren Winkel 1144, daher 36'8 X 11-44 = 421 additiv, daher '

log sin 617281368 = 9 9438033,

3 Ts soll. lo_/ g cotg g 5307148143 zmgcgeben werden,
Auch der Winkel 53°7*ist in der lezten Spalte en’oha,lten, dafhEI
die unteren Bezeichnungen gelten.

Man ﬁndet
* log.cotg :53° 7' =9 8752734

und hat ferner a,ls Differenz fir. die Sekundeneinheit zwischen dem
nichst. grosseren und niichst Kleineren Winkel 4386, daher
43:86 X 4843 =2124 als abzuzichende L‘mhelten an der siebenten
yrDezxmalstelle, weil man es mit einer Konfunkzlon z thun hat, Welche
mit dem Wachsen des Winkels stets kleiner wird.

Es ist also log. cofg.53° 714843 = 9-8750610.

Wir halten es nunmehr fiir ganzhoh iberflitssig, iiber das Auf—
suchen eines Winkels, wenn der Logarithmus der Funkzion gegeben
ist, noch nithere Errterungen zu machen, da hler m,tmhch nur die
-verkehrte Operazmn Statt haben kann, ' B
' Belsplele ‘ '

1. Es zei 9 9566950 ein gegebener Logamthmus smus Mzm
bestimme deu entspleoheuden Winkel. Nachdem nun dieser Logarltbr
;nus: in der zweiten Spalte, welche unten mit log sinus bezeichnet
ist, gefunden wird, wird der entsprechende kael n del lezten
:Grenzspalte abgelesen. Der in der Tafel befindliche nichst klemem
Logarithmus 1st 9 95668-&4 welchem der Winkel 64°507 entspricht.

‘Der Unterschied der beiden Logarithmen betr dgt 106, welcher
durch die'in-den Tafeln befindliche Differenz' 989 dividirt wird, um
101-72 jene Sekundenzahl zu ﬁnden,\welc‘he, weil eine Funkzion, zu
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dem bereits abgelesenen Winkel nur addirt wird, um der Aufgabe zu

gentigen, Es ist demnach 9:9566950 = log sin 64750 10-1173,

' 2. Es sei zu 99793306, als gegebenen Logarithmus cosinaus der
entsprechende Winkel anzugeben. Der diesem nichst grosste Loga-~
rithmus wird in der oden. mit log cos tiberschriebenen Spalte ge-

funden und zwar 9:9792998. = log cos 17°33". Es ist daher die Dif-
ferenz zwischen den belden Lognlthmen 308, welche dmch die in
den Tafeln angegebene Differenz per 1 Sekunde 666 dividirt wird, um
_]ene Grissein Sekunden zu erhalten, welehe, weil eine Kofunkzion, von
obigem Winkel abgezogen wird. Man hat 308:6'66 = 461-25 daher
die GIOSSB des kaels 17°331— 46125 = 17932113175,

_ 3. Es sei 9 8781688 ein gegebenel Ldgauthmus Sinus. In den
‘Tafeln findet man log sin 49°3!__= 9-8781090 und die hiezu gehouge
Differeiz fiir 1 Sekunde 18-27. Mzm hat daher, wenn man blos die
lezten Stellen beriicksichtiget,

16884090 598
o ) ] — - = 32173, daher

, 1827 . 4827
9 878]688 = log sin 49"3'32" 73.

Wire nun das Erforderniss irgend einer Aufgabe $0, dass der
‘Winkel nicht im elsten bondel n im zweiten Q,uadl anten liegt, so -
hiitte man wegen:

sin (180-—u) = sina
den gesuchten ' Winkel:
: 180° - 4903'32" 73 = 130“56'27” 27

: & 24, . o

Dm l)rewck auflésen, helsst ~aus den zur Bestlmmuug dessel-
ben erforderlichen bekannten Stiicken, die ubngen durch Rechnung
finden. Man unterscheidet Dreiecke auf einer ebeuen Flache: thene
‘Dreiecke und so]che Dreiecke, welche auf einer klummen I‘Iache
vorkommen von denen wir in dem Nachfolgenden jene betrachten _
‘wollen, welche auf der Kugeloberﬂache erschemen dlese Dlelecke
‘nennt man splmrische Dreiecke.’ :

In jedem Dreiecke unterscheidet man drei Winkel und drei
“Seiten oderBogen Dass die drei Winke) eines jeden ehenen (gerad-
linigten) Drejeckes zusammen: stets 180 Girade betragen milssen, er-
hellt, wenn man sich eine Seite ‘des Dreieckes verliingert, in welchem
‘Falle dann jener Winkel, von dessen Scheitel aus’die Verlingerung
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Statt hatte, mit dem nun entstandenen Husseren 'Winkel, der sich
selbst durch das Filhren einer Parallelen aus diesem Scheitel zu der
diesem Winkel gegeniiberliegenden Seite in die beiden anderen Win-
kel des Dreieckes zerlegen lisst, einen geraden Winkel, das ist
180 Grade bildet. Sehr hiiufig kommen  bei Dreiecken Einzelnfille
vor, welche nur diesen, also nicht allen Dreiecken zukommen; es
kénnen niimlich alle drei Seiten einander glelch sein, wo dann auch
alle drei Winkel einander gleich sein missen ‘and Jedex derselben

3
180

oder es konnen zwei Seiten, folglich anch die diesen Seiten gegeniiber-
liegenden (zwei) Winkel einander gleich sein, wo dann-das Dreieck
glelchschenkelig heisst; oder es kann ein Winkel 90 Grad, der grosste
‘Winkel dieses Dreieckes sein, wo also, wie bekannt, die diesem Win-
kel gegeniiberliegende Seite dic grosste aller Seiten ist, welche Hy-
pothénuse heisst, wihrend die beiden andefen Seiten auf einander
senkrecht stehen, die man Katheten nennt, ein solches Dreieck heisst
rechtwinklich. Auch bel splmt ischen Dreiecken kommen analoge spe-
zielle Falle vor,

= 60 Grade betriigt, man nennt ein solches D1 eieck gleichseitig

8. 25.

‘Wir wollen nun mit der Aufl§sung der schiefwinklichten ebenen
Drefecke beginnen und aus diesen allgemeinen F'éllen jene fiir das
rechtwinklichte Dreieck schopfen.

Es seien

\\\ BC=ua¢a
pC AC = b} die Seiten
/\\‘ AB = ¢
/]
i/ 0AdB = «
A 7 ABC = B}die Winkel
ACB =

: eines " schiefwinklichten
ebenen Dreiecks, so hat man zmr Aufidsung folgende Fille:
Es kann gegeben sein:

1):IZ) [4
2)a, b,y
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coder a, b, g, wo a b -
3) a, ’B‘, v o i L
E)a, e p o T TR
in welchen Fillen das Dreieck: stets Vollkommen bestimmt’ 1st dahel,

" die fehlenden. Stucke gefunden. werden kinnen,

§ze

1. G‘regeben' Alle drel. Seiten o, b, e
(Aus dem Garnot’schen Saze folgt unnuttelb-u

b+ ¢?— @
€08 =~y
L L
5 PBE Teue
LY L .
008 1y =— ————————, \
v 2ab

Um nun d1ese Formeln fiir die logar 1thm1sche Rechnung geexgnet

herzustellen gibt man zur Glelchung

1=1
den Ausdruck fiir cos o u. d. Uebrige L‘mmal mit posmvem, das
andere Mal mit negativem Zeichen und erhalt:

Bt - at (b + )2 — a?
1+006u 1+_I_:|-cha__ )t —a

X L2he -
| 1 ~eos u=1 vif—a a0 o
e “= 2be . 2be¢
u, s. f., und findet in Betracht, dass - '
14eosa © - “ { — cosa . g O
7 = cost ~und = sin®—

3

die ,‘Gleic};uﬁgen. ,

s,‘a. (a+b+c) (b+c—a)
60 2 i4be
& (a— b4c) (a+ b—-—c)
. Pl
szn 2 1bc¢
Bez ewhnet man
a+b+c
— = s,

&0 hat man; wegen
afb4ec=2s o :
bde—a=a+bte—La=25s—2a=2(~a)
ate—b=at+b4c—2b=28—2b=2(s—D)
a+b—c=a+dtc—20=28—2¢=2(s—0)
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o= "0
und . ‘
‘sz'n" & (s —bhy{s— )
e T be

und endlich: ,
) ' N

cos — =—

€08 53

und

Ganz analoge Ausdriicke’ elhalt man auch fiir che belden anderen
‘Winkel; nimlich:-

S

2

© |
I}

<
g

A el
Qe
s

. B \/CS—a)(s—c)
sin — = S
2 ac
und

cos’y‘__ ‘s(s—c)

sml__ \/(s-—-a)ls—-b)

Dlese1 Fall lisst anch folgende Auﬂbsung zu:

. Ha ist:
B c’z; a" 2
e 2 —
05t e = ( © Rbe )
Wird nun dieser Ausdruck von der Gleichung

. 1=1
abgezogen, so erhilt man:
. 2 - _ (b’l+ c?— ae)z
1— cos “_1. —iya
dalier

_AD - (B et —a?)?

sin? = Titct ,

weshalb .
40P sint w = (20 +8* + ¢* — g¥) (2be — B — & 4 a?)
=[C+)—a']{ad—(—0)] .
=(a+b+0) (¢ +0—a)(a+b - o) (ato—b).
Fllhlt, man nun, wie vorhin die Bezeichnung

a+b+c
="
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ein, so erhilt man dorch Substituzion:
4 0% sin* 0« =25.2 (s~ a).2(s—10).2(s—¢)
=44s (s—a)(s—b)(s—¢)

daher endlich

, 2 ‘
sin u == Vs (s ~ a) (s-—-b)(s-—c)
Die analogen Ausdriicke fir die beiden anderen Winkel mogen
unsere Leser finden,
Bekanntlich ist der Flﬁcheniuhalt eines jeden Dreieckes gleich

der Grundlinie, multlplmlt mit, der halben the daher nmch Figur
nn§ 7, Seite 6 '

_ch ‘

Nun ist aber
h=2b sin Uy
daher
be
A= = sm ac,

das heisst: der” Fliicheninhalt eines Dreieckes ist gleich dem hal-

~ ben. Produkite zweier Seiten in den Sinus des eingeschlossenen
~ Winkels. : :

Fithrt man statt des 'Sinus ‘die Seiten ein, wodurch diesem
Falle der Auflosung der Dreiecke Gentige geschieht, so hat man:

A_Vs(s—a) (s —1) (s——-c)

Beispiel
. sa‘-'56
Gegeben, b = 88:2
. | o =96
Man hat ) .a,+b+c_.2402,
daher : \ ‘
s =20 = 1201,
somit
R s — a=2064&1"
- s=b=319
KB i - o '.9—-—-0;"_‘241

Man ]mt also nach der elsten Founel

. u__\/maxzuundcsm \/moqxsu'
B BE2X96 o R 882 96
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Daher ftr-dem; . R B VUL O

- Sinus ¢+ RN  Kosinus - i
log. 319 = 1- 5037907. dog. 12001 =2 0795430
log. 24'1 = 1-3820170 " logi 641 = 10 8068580
log. Zahler — 2'8868077 * |« log. Zihler = 3-8864010
log. 882 = 19464686 | oy, 882X 96 = 3:9277398+
log. 96 = 19822712 ~|... "log. Bruck — 9°9586612
lag. Bruch = 8'9580679 - | - Zog:»WurzeZ = :9"97933065"
log. Wurzel = 94790339 :

.. 'Wir halten es wohl mit Recht fiir ubelﬂu551g, Mehxfaches ilber
-die vorstehende Rechnung zu erértern, da wiv die Rechming?mit.
T.ogarithimen bei demjenigen, der Trigonometrie studirt, nothwendig
~voraussezen miissen; allein Einen Punkt Konuen wir, obschon: ‘e
hichst einfachi ist, doch nicht iibergehen; weil wir leider schon wal-
- genommen haben, dass nachfolgender Punkt Einigen Schwierigkeiten
werursachte. In obigem Beispiele wird vom log Zihler eing‘Summie -
abgezogen, welche anscheinend  grosser ist, als dm 10g Ziahler, ebenso
i st auch der entstandene Unterschied 'mschemend grosser als Minuend
1nd Stibtrahend. Es ‘ist klar;- dass” eme “solche Ungereimtheit nur
scheinbar ist; welches wir im Nachfolgenden aufkliren wollen.

Wie wir aus den Betrachtungen iiber das Wachsen des Sinus
und Kosinus im ersten Quadranten w1ssen liegen die Grossen chesel
beiden Funkzionen zwischen Null und der Einheit; es miissen'ddher
die trigonometrischen Logarithmen lauter negative Karakteristiken
haben, daher die. Tafeln der trigonometrischien Logarithmen so ein-
gerichtet sind, dass durchgingig die negativen Karakteristiken — 10
_ ~verstanden werden; So ist 7. B. log. sin 28° 31/ 23-2¢=9-6789854
— 10, w s. w. Hievon in Kenntniss, wird man daher bei trigonome-
trischen Rechnungen, welche mittelst:Logarithmen ausgefiihrt wer-
clen, stets bestrebt sein, solche Sumnien wnd Unterschiede zu er-
Talten, die die Kavakteristik — 10 haben; man sich wird daher auch
Aen log. Zahler in folgender glexchbedeutendel I‘onn ’ L

12:8858077 — 10 S
denhen ind erhalt also den Untelschwd TR
, 89580679 — 10;
Qieser Logarithms ist aber Zog. sin® ? “ind musg, wm ‘déﬁ‘lbg. st —

: s
X, Sedlaczek, Kompendium der eh. w, sfar. Trigonometrie, 3 :
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zu erhalten, durch 2 dividirt werden. Auch bei dieser Operazion
wird man bedenken, einen Quozienten mit der Karakteristik — 10
zu erhalten und daber zum Behufe der Operazwn in Gedanken die
glemhbedeutende Grosse
189580679 —20

be%ha,ndeln welche durch 2 dividirt,

: 9 4790339 10
gibt, 'wozu man auf die bereits bekannte Weise aus den Tafeln den
entsprechenden Winkel findet.

Nachdem aber das fortwiihrende Anschreiben der negativen
Karakteristiken liistig ist, so wird es unterlassen. Wir rathen jedoch
dem Anfinger sehr, diese Karakteristiken einige Zeit hindurch in den
Rechnungen mitzufithren und dieselben erst dann aufzulassen, bis
die vollkommene Einsicht in diesem Geegenstande erzielt ist.

Sucht man nun die entsplechenden ‘Winkel, so hat ian fiir

den Sinus:
() 4790339

94789423 = log,sin 17° 32' L
916 : 6662 = 13/7b nut dem Zeichen -4

2498
499
33
dsher. - L = 17032113075
und fiir den Kosmus ‘
9-9793306 -

W 99792998 = log. cos 17033
‘ 308 666 — 4625 mit dem Zelchen —

416
16
daher %: 170831 — 4625 = 170321 13175 -

ganz dieselben Resultate.
Verdoppelt man endhch den oefundenen Winkel, so hat man:
35° 4! 27150,
Um d),esen kael naoh der zweiten Formel zu bexechnen, ha.t
man: ‘



35
log. 120%0:a=2:0795430 :
log: 641 = 1'8068580 .
- log. 31'9:= 15037907
 log. 2415 1:3820170
o © 6-7722087 . .
log. Winzel = 338610435
. dog. 2 = 0:3010300

— 368713435
log. 882 = 19454686
log. 96 = 19822712

log. sin « = 9°75939455
' 97593121 = log. sin 35°%! .
8245 : 29-99 — 271 50
L2247
©L48,
Ls ist ‘d‘a,her o k
= 36° 4ra7m 50. .
Um nun auch die beiden anderen’ kael zu berechnen Imtte
man nach der ersten Formel

sin £ :\/—————-—-—m und oos"&: \/——*‘ 1201 X 2
2 56 > 96 . ‘ 2 ‘ 66 X 882
und daher fir den k ‘
‘ Smus
log 641 = 1-8068580
Tog. 24 1 == 1:3820170
, © 31888750
log. 56 = 17481880
Zog.j 96 = 19822712
B 9-4584158
log. gin === 97292079, 32024
0244
1835:83'17 = 55-32
- 1765
106
7

3*
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Kosinus . .
log. 120'1 == 2:0795430 -
log.- 319 = 15037907, -
3-5833337
log. 56 X 96 = 3-7304592
985281746 -
log cos f—, = 992643725, 32° 25¢

4310
625 : 1337 = 468
90
W 10
daher
o = 3202055032
es ist also g == 64° 491 5064, .
Endlich hat man zur Berechnung des dritten 'Winkels:

641 X 819 . 7201 % 241
. sin 5 _\/ 56 % 582 dcos "_\/ B xssz
daher fiir den - ‘
Sinus -
log. 641 =1 8068580 *
log. 319 = 15037907
33106487
log. 56 = LTABIBR0 .
log. 882 = 19454686
bt !-'9 6769921 "
log. sin ’.— — 9'80849605, 40°2/
' 3684
12765 : 2566 = 50/94
- 235
10°

*Kosinus
16g. 120°1 = 20795430
log. -24'T = 1-3820170
734615600
log. 56 X 882 = 3-6936566
9-7679034
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log co.s-— = 9 883951'7 4003’
37
160 : 1769 = 9 ”05“" ‘
. Ce , 08 .
, daber 1= 400 20500 94;
es ist also o = 80°5! 41188,

Summirt man nun diese drei gefundenen kael so findet man
ihre Summe um 0402 grisser, als 180 Grad, was.nicht sein soll und
- seine Ursache in den Logarithmentafeln findet, :

Um den Flicheninhalt des Dreieckes zu finden, ha,t. man blos
die entsprechende Zahl zu jenem Wurzel-Logarithmus aufzusuchen,
welcher bereits bei der Berechnung des Winkels « nach der zweiten
Formel (Selte 35) enthalten ist. Man hat 3:3861043 = log 2432 7886
daher also'd' ==-24327886 im Quadratmasse, - = - - -

Nebenbei sei erwihnt, dass die Berechnung der drei: kael .
aus den drei Seiten wohl am Kiirzesten nach der zweiten Methode
geschieht, da man nach derselben blos die doppelte Dreiecksfliche
durch das Produckt von je zwei Seiten zu dividiren braucht, um den
Sinus des von diesen zwei Seiten eingeschlossenen kaels zn ﬁnden 3

anderseits aber hat die erste Methode den Vorzug del Koutrolle

- 827,
2. Gegeben: zwel Seiten und Bin Winkel, -
a. Gegeben: zwel Seiten und der. eingcschlosdimc Winkel a,?, v,
Wird b tiber ¢ hinaus bis & veﬂangert dass OG = a; ebenso
Werde das Stuck von ke anf b d1e Linie O'_E[ = ai endhch velbmde
man B mit & und konstlune II.T parallel zu BG, s hat man:

AG =b+ «a
AH=1b — a, ;

ferner ,

AG BG

AH ™ HJ‘
endlich: .- .0 BG = BH.tang CHB .. -

’ o HJ = BH.tang HBJ

oder es ist . BG _ tagCHB

" HJ.T tang HBJ
Da nun BC = OH,

st CBH = CHB
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und in Betracht der Dreiecke AO’B tind HCRB:

(HBJ+ O’BH) + (180 — 2, C’.BH) + 2 = 180°,
das helsst

CBH — HABJ — o
Es ist auch " CBH 4+ HBJ =g %
| CBH == £ : =

somit

HBT__B;“

Durch Substituzion - dieser Welthe in obige Propormonen er—
halt man ;

B+a
tang =
4 2

b+a_
b—a

) tanJ F—

und wegen o + g = 180 —.yp.Zur Bestumnung der belden ande—
ren kael

AN

tany (!'0,‘—;;’-) :

b+a — '

b—a t‘angl3 * ’

den Finkschen Saz - o o ;
Es ist sodann . '
+a  f—an
o2 2 »

. und it Bta ;\/ﬂf_‘m —
2 g

Wollte ma‘n smh aber a,uf andere bereits entwmkelte Saze be-

z1ehen 80 ldsst d1eser Lehrsaz noch folgende Auﬂosung zu. Es 1st

a b daher sin o
_=-——, dah “' ==
sina sin [3 ’ b sinp

und daher auch ~ B
‘ a+b S+ sinp
a~b"" sin a-—ginf*

Aus dem Vorhelgehenden (§,12) ist Jedoch bekanntlich: ' -

g LEE

sifzu-l-sinﬁ._;Lay‘ 2

sine —sinB~ - a—p°
o tang ‘2‘

daher



3%

' + B
© lany ——
a+tb W
a— b o — E' - E
hg ,
ttf 5
~ Zur Bestimmung der dritten Seite hat man aber
. . @.siny b.siny
¢ = entweder - oder ——,
o sina sin

Man kann auch das ¢ direkt bestimmen, ohne vorher die Win-
kel « und g zu kennen, anf folgende Weise, ‘
Bekanntlich ist
¢t = ot +b2—2t‘6b008fy
daher auch
¢ =(a—0b)"+ 2ab (yl-—*—cosry)‘:(a—b)"+2cab.28in’ ; =
© dabsin-L ) k
— o — BYE « .
‘__(a b) 1-}-_(‘1__1,)l
Sezt man nun
4 alrsin? X

ek 2

a—-—b

¢=(a ~ b)\/l + tcmg = sy

Fiir den Fla,chemnlmlt hitte mat :

50 .ist endlich

‘ ab
o ’.4‘=—2—s‘my
Beispiel. Gegeben:
S 5
6
46°,

6+ 5 “"9( ey

6— 35

11l

Man hat:

tany E——E—

oder

10 tang €70

[T

tang

daher
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log . tang . 67° = 10'3721481
log.11 = 10413927

- 9:3307bH4, 1205/
5704

185010281 = 1799
T 82149
1022
97

S I R P T PI RETURN

B—ua

daher = 120’5' 171199,

2
| Nun ist Xt 6o 0moo

P daher . - ..o =790 51 17HQY
' ' & = b4® 54’ 42'10L.
Endlich ist: ~

log. b = 06989700
log sin . 46° = 9-8569341
i : 105559041,
’f : log . sin o = 9-9128949
| log'c = 06430092
daher ¢ — 4395509.

Um nun diese Seite direkt aus den gegebenen Stucken zu be—
rechnen, hat man;

2sin = V@b, :
t sm Va 2sm23°V5 6 B
W=7 ,:.—“j TR,
nachdem man ¢ und Wlllkurhch mltemzmder Verwechseln darf, da
sowohl (6 - b =a* — 2 ad + 8%
als auch (b——a)’-—b’—2bca+a

was ganz identisch ist,

Man hat also: ‘ c
log .30 = 1'4771213

log . 130 = 07385606 -
log. 2 = 0-3010300
log . sin 23° = 9:5918780
06314686 = log . tany ¢
09063
~ 5623 : 9500 = 5919
: 8730
| o : 180

| . ) 85
s ¢ = 76° 50¢ 5919,
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- o g=b ovg—F il
Endlich ist o © = cose - cos 760 60/587 19
log . cos T6° 50 59+/19 = 9-35|75240 N
007 - | 883l

8270 : 9:35 69909
LS - 064 30091 =log .

BRI T TE R :

daher 6= & 395509

.. Fiir den Fl:ichemnha.lt hat man
log b =0 6989700
log 6 — 07781513
log . sin 46° — 9-8569341

1:3340554
o ?log,. 2. = 03010300
‘ e ‘ '1:0330254
daher A=10 790098 im Quadratmass
§. 28

2. b) Sind Jedoch zwel Seiten a und b und stmtt des einge-
schlossenen Winkels, der der grosseren Seite (¢ < b) gegeniiber-
llegende Wlnkel g gegeben, so ist:

§ a Lsinp -
M = 3
y =180 — (« + 8)
b.siny -
= sinff

‘Wiire jedoch « > b, 50 kann der Winkel x sowohl sptzng als
stumpf sein, weil jedem dieser beiden Winkel _derselbe, Sinus ent-
sprlcht, ‘den,n esist: . '

. sin (180 — &) = sin a. . .
In: dlesem Falle. bleibt also die: Auﬂosung des Dreleck es zwei-
deutig und unbestimmt und muss aug der Natur des Gegenstandes
‘4 entschieden werden, . .
Zur Berechnung des Inhaltes ist:

4 == v

= - sin p

_und da wegen B =a* + —-—2a0 008 8

“wenn: diese’ quadratische Gleichung nach ¢ aufgelost wird,
¢ = & cos @ i\%’_% o gint g
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80 folgt durch Substituaion

A =7 sm 8 (a 00s + l/b’—a, sin’ [3\
Ist b a, 80 1st a.uch :
B — a® sin® e > (0 — o sin® B = o cos® {3)

daher, da 2 positiv sein muss, die Wurzel auch nur positiv sein
kann; fiir b < @ konnen jedoch, ohne dass hiedurch .4 negativ aus-
fallt, beide Zeichen der Wurzel gelten.

Es ist also auch im lezteren Falle del Flicheninhalt des Drei-
eckes villig unbestlmm.ﬁ

Beispisl. Es séi

{a=3 .

g i=r

g= 14031 51/ b2

0 findet man: :

log. c.= O 6+46436 ¢ = 4412083

log. sin o« = 94321609 |- & = 15° 41/ 37-63

- log. sin oy = 95996832 - |\ oy = 23° 263037
o loge g = 016208725 | 4 == 4"177077. ‘

log. & = 0-4T71213
Tog. b = 0-8450980
log. sin B = 9-8001376

§ 29.’ -
3 Gegeben: Fine Scitennd diebeidemanliegendenwmkela,p,y
Ma,n hat; o= 180 — B+ )
a . b ¢
sinu _m = siny
‘u‘r.td_‘ S 5 asmﬁsmy
Beispiel, Ist. " IRE I
a=4 ) ‘ log &' = 06020600
8= 107° 4 5” | log. sin g = 9-9804382
)= 3813202102 | log. sin y == 9-T945244
w0 ist Zog sin @ = 97519409 | a = 34° 23 3328
log. b = 0-8305573 | - b= 61769512'
log. ¢ = 06446435 | ¢ = 4412082
log. 4 = 0~92613‘11‘i‘7' - A'= 8435518,
--§.30.

&, Gegeben: Eine Seite, der- dieser Seite’ gegenﬂber liegende
nnd ein anliegendex. Winkel Gy g 2 .

.



» Man hat: e
. a_sinﬁ .
T sina - ,
4. sin (u.+l3)
) ~ sina , '
y =180 = (« 4 0)
. atsin e+ BYsinf
und A=
Belsplel st R Y Lo
a=" ‘ ‘ log. T.= 0-8450980
« = 67° 0" 31106 log. sin = = 99640538
‘g.== 50° 5t 10™9] - log. sin p — 98848024
s0 ist ;
log. b = 0°7658466 | = b = 5832390

log. ¢ = 0-8305575 ¢ = 6769515

~log. siny = 9°9495133 | o = 62° 54’ 184:03 '

~ Tog. 4= 12594279: A = 18 173054 '
o , ‘ § 3.

Sezt man. im sclnefwmkhchten Dr elecke einen kael, z. B.
den Winkel ¢ = 90°, so0.erhilt man das rechtwinklichte Dreieck.
| ‘Werden nun alle drei Seiten als

belca,ilnt’?‘)‘vornusgesezt‘, so hat

" man - zum beliebigen Gebrauche
folgende bereits frither herge-
leitete Formeln:

o . @ . b N
8292&:—50080::—,5'&7&.(]“:“,
h : b

oy b , tamg ‘ b
sin g =7, C0S —'— 7, ==

n B I 08 B ang @ z
und

‘ ab atcotge : . atang B

2 2 T 2 7 ,
*) Diess kann man in ‘der Trigonometrie um .so eher thun, nl”eder-
zeit die. Hypathenuse durch die Formel:

' ' = v pt

und jede der Katheten durch die Formel

a=Vit ==V l+bh—1b

=

und

Cbh=VRr—@ =V hta & — ),
von denen keine trigonometrisch ist, gefunden werden.
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Wit halten es fiir ndthig, unsere Leser noch anf einen Puny ¢
aufmerksam zu machen, der darin besteht, dass, wenn Zz. B. ejy,
‘Winkel mittelst des Sinus und zur Kontrolle auch mittelst des K __
ginus gerechnet wird, ofters in beiden Fallen in den Sekundentheilgy,
abweichende Resultate gibt. Diese Differenz entsteht gar oft nich ¢
durch die Schuld des Kalkulators, -sondern durch die Elmlchtung
der Tafeln selbst, weil "die Differenzen unglelch sind, WoOraus Mayy
sieht, dass die in" den Tafeln enthaltenen trlgonometrls'chen Loga, ..
rithmen keine konsta.nte Empﬁndhchkem besizen; wovon im nich ..
sten Paragrafe
Jene Fille, in welchen die Genaﬂigkeit der Rechnung eine Se_
kunde nicht zu ibersteigen hat, machen den Besiz bequem einge .
richteter fiinfstelliger tngonometnscherLo ganthmenta,feln wilnschens.—
werth, welche, blos mit den Rubriken fiir Sinus, Tangens und Ko —
sinus ohneDifferenzen, dagegen aber mltPlopomonaltheﬂen verseheyy
sein, und um die Empﬁndhchkmt derLogarlthmen zu be1uckswht1gen
fuir Sinus und Tangens etwa auf folgende Weise wachsen kénnten;
) : Von 0%bis 1 von Sekunde zu Sekunde
w1 g0y o 2n
b 2B,
‘”. " 5 » 100 » 10m
s 10050200 7, 200
» 20°,77300 , 300
5 300, 450 gOM =11,
~Solche trigonometrische Logarithmentafeln ‘beabsichtige ich,
wenn ich einen Verleger hiezu finde, herauszugeben; sie hitten eine
analoge Einrichtung zu meiner fiinfstelligen Tafel der gemeinen Lo—
garithmen, welche so bequem, wie nur irgend eine Logarithmentafel,
zu gebrauchen ist und nur 1500 Logarithmen enthiilt, daher nur &
Seiten Raum erfordert. Diese Tafel ist ein integrirender Theil meinex
im néchsten: Jahre - erscheinenden -, Anleitung zur Rechnung mit
Dezimalen und mit Logarithmen,% welche zum Selbststudium ein—
gerichtet ist und gar keine ‘mathematischen Vorkenntmsse voraus—
sezt., Bei dieser Gelegenhelt kann ich nwht unerwihnt lasseén, dass
ich auch finfstellige Tafeln’ der’ Logmthmen von Logarithmen nach

einem ganz analogen Geseze zZusammen ge,stellt und fiir einen spéterern:
Gebrauch vorbereitet habe. : ¢ > iy s Lk
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- §. 32
Beispi el ‘
Es soll der ‘Fliicheninhalt eines Dxeleckes ‘A BC' mit den Seiten

A "B

AB=c¢ =11, AC’——b__’Z BC’ —-a_—5
von dem in der Seite AC liegenden Pynkte D, welcher um 2 Ein-
heiten vom Scheitel €' absteht, (CD = 2) durch eine Gera.de in
zwei gleiche Flichen abgetheilt werden,
Um dieser Anfgabe zu genfigen, miuss man vorerst die kael

und den Flicheninhalt des Dr cieckes kenmen und hat:
S “log.s = log. 118 = ‘1°0606978,

log. (s — a) = log. 65 = 08129134,

log. (8 — ) == log. &5 = 0. 65632125,

log. (s —¢) ._.‘log 0 b= 06989700+ 1,

log.bo  + =log.TT == 1-8864907,
“log.ac = log.5b : 1: 7405627
“loglab =log.36 =1 5440680

wobei & =3 (¢ 4 b 4 ¢).” Werden nun die ‘Winkel BAC' =&,
ABO = p,"ACB = y bezsiclinet, so findet man aufdie bereits
bekannte Weise mittelst des log. tngonom Hindbuches von Vegas:

log. cos & = 9:99356025, dahelg—~ gos0i33w0r | [, 1365
log. szn; = 9 2328459 © g ;-— 90 50! 331 11 :ﬁ 1 121-39
S SV TR S |
log. cosé=9-9_867738, b p=lew 754 | 2 g) 528
, A\ H
B e g E\ L
log. sin - = 938576035, ,, g—_: 140 &t g5 (5 & | 85499
—
1 i . v P [ . =
log. cos—= 96077999, " ; = 660 5! 19135 g 4750
log. sin T ="006102805. , L= 66 5' 1945 | 933

Bildet man nun ‘dié‘Sunnneﬂ der erhaltenen Winkel, so hat
man nach ihrer Bestimmungsart fitr den |
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~ Kosinus : . Sinus:
5= 9°50'33701, Diff,- 365 | 2= 9° 50! 33111, Diff. 121:39
5—140 woTess, , 598|0=140 4 7nes, , 8399
%—-66" 511935, , 4TBO|J==66° 5'19w45, , 933
Sum,89° 597 59190, Sum.90° 01 011,

Man sieht also, dass die Winkel ungleich smd und es betrigt fm
den kael del Untelschledm 0110, fiir Unt = 01 fm N

Unt. == 0 10 Zugleich s1eht man, dass die Sulmne _]enel VmGeL
welche man mittelst des Kosinus erhielt, um 02:10 zu klein ists
wihrend. die miftelst - des.Sinus erhaltenen Winkelsumme w0111
zn gross wurde. Es ist klar, dass der grossere Theil dieser unver-
meidlichen Fehler darin lisgt, dass:die trigonometrischen Logarithmen
nach ungleichen Differenzen waclisen, -wodurch gine ungleiche Bm-
pfindlichkeit der Funkzionen entsteht, und zwar ist bei der gewbhn-
lichen Einrichtung der Tafeln der Logaiithmus um so unempfindlicher,

eine je kleinere Differenz - derselbe mit sich filrt, dahel die Fehler-
grosse jedes emzelnen Winkels zur Dlifelenzglosse im verkehrten
Verhiiltnisse steht. Vertheilt man also die Fehler a.uf besagte ‘Weise,
80 erh&lt man folgende Verbesser ungen und Zwar, wenp man nicht die
kaelsumme,sondeln jeden elhaltenenkael fiir sich ber 1cht1gt fiir

: Kosinus: .. : o ,;_S‘mzw“_ o

\111(1 man, erhalt sodann folgende Winkel und zwar fiir

" Kosinus: A
s : .
5; 90501 (3311-01 + 0v10 = 33011)
et (754 + 001__ TEs)
~§f.66 5 (1935 + 0:02 = 19:37)

Summa 89° 59! (6990 4 Q.18 = 60" 03) o



Sinus: -~
-0 501 (_331:11 — 0100 .= 33”.11)

I

fl

14 4 (785 — 000 = T55)

Wi Wwim R

©=66. 5. (1945 — 008 = 19:37)

Summa. 89° 59! (6011 — 0408 = 60'"03)

Hier findet man, dass die Summe der drei Winkel um 0103 zu
gross ist, was darin liegt, “dass die L‘ogari‘thme‘n der Zahlen sowoll,
als der trigonometrischen Funkzionen, die man aus den Tafeln ent-
nimmt, nur siebenstellig sind und man daher bald einen zu grossen,

bald einen zu kleinen Logarithmus anwendet. Am einfachsten ist es,
den Rest des Fehlers. glelchmasmg zu vertheilen. Man hitte also
endlich:

P 190 41+ 6120
p== 28 8 15m08
y = 1320 10t 38172
Summe 180% 0+  0m00
Belechnet man dis’ Flache des Dr eieckes, so findet, man:
log. A =" 1'11289685, daher

. A =12 968713
Um nun die Theilung in zwei gleiche Thelle zu hewirken, hat man;
: A AD.x
= 5 - sin g,

wobei 2 ein noch unbekanntes Stiick der ‘Seite 4B bezelchnet Aus
dleser Gleichung erhilt man :

m e -—.—.—-—_._
i Lo L AD sina’ .
ynd da - log AD = 0-6989700
‘ log. sin o = 9:5274362
ist auch ‘ - e
; log. » = ZOJ AF = 0'8864907,‘
daher- Ce

AL’ =7 7000000

- Nun sind zwei Seiten und der emgeschlossenc Wlukel bekannt
und ¢s ist also leicht, auch die be1den anderen Wlnkel bel D ‘und
dem eben bestimmten Punkte E und endlich die dritte Seite zu fin-
den, indem man hat;
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o
AE+AD _tomg. <9°_§>

- AE—AD "~ D— E
tang
oder
.
127000000 %49 3
27000000 , . D—E
tang ———
und da Co , .
log. 12:7000000 = 1-1038087
Zog 2 7000000 = 04313638
L . Zog cotg. —, 107607143
ist aueh - v ; ,
log. tcmg = 10-0882744
- somit;
D-

T = 50° 46' 59“ T4
daher endlich o
’ _D,_ 130‘J 56' 26” 64 .
i M= 20022027016
Endlich ist; , = . o
.D_E _ AD sina __AE sm‘u"
sin B sin D
daher' wegen'Tog, sin. D = 9'8781699 und log. sin. E="9" 6906493
Zog DE = O 5357570

sl DB = 3433657 ;
Dle Fldche der zweiten Halfte des Drefeckes lissse sich sehr
leicht berechnen, wenn man dasselbe in zwei Dreiecke zertheilt denkt,
da hier bereits alle Wlnkel und alle Selten bekannt sind und man
hat z. B.:

. uhd

‘Bo BE - OD.DE
Fldche -_-———2~— sin. {5 + 2 ~gin D =

‘“:—- BC.BE. sma 3 O’D DE. sm.D;

Eben so ‘einfach, al)el ganz beg-relﬂlch weitldufiger wire die
Thellung m eme gwssele Anzahl gleicher oder solcher Thelle, welche
nach emem bestunmten Geseze a,bhanglg sem sollen
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§. 33.

B elgpiel, In dem Vierecke ABCD sind die drei Seiten
AB == 4%, BD = 42, AC = 4"8 gegeben; ferner ist bekannt,
dass A€ belden Winkel bei A und B ¢
rochte Winkel sind, somit die Seiten AC
wd 7Z D anf AB senkrecht stehen miis-
son, 10s entsteht nun die Frage, wie weit |
ol geﬂrisser Punkt F'von demn Punkte B J
abstegpent muss, wenn dwurch ihn mittelst
¢iner, wALer dem Winkel von 50 Graden
gegen die Linie AB geneigten, Geraden,
eine F1éche von 10 Quadrat Klftr, abge— AT
schnitten werden soll. g, ‘&

P ennt man Behufs der allgemeinen'ﬁuﬂbsung dieser Aufgabe
Kirze wegen die Abszisse 4B = &, die Ordinate BD = v,, die mit
9, durch den Punkt I (wo sich die Theilungslinie und- die Seite
0D schneiden) parallele Ordinate 4 Y, die zweite parallele Seite des
Viereckes AC — y;, das zwischen v, und v, liegende Stiick “der
Abszisse BG = g, das zwischen y, und der Theilungslinie liegende
Stiicle der Abszisse FQ' == g,, daun den Neigungswinkel der Thei- .
lungslinie gegen die Abszisse JIFB == w und den spizigen Winkel
des Vier eckes = ¢, endlich die abzuschneidende Fliche J 80 folgt
aus der Figm:

@
Ya—¥, Yoy,
. ¥

tang w = =%,

Eg :

) tcm_g ¢ ="

¥+ o
f_1 Ya §1+$’5

odey :
" Ey tang w ==y,

fm A = )

Yo . tang w
woraus smh £y und Y, bestimmen lassen,

Ll g— xy,?] tang w
ES ist J). — \/I_ [\Yy—Y,) + BY, ] Y
. “Yy) + @ tang w

. \/ 2f!yu v) + wy,*
b2 = [ye—y,) + @ tang w] tang w

E. S e dlaczek, Kompendinm der eb, n, sfir, ‘Frigonometrie. 4
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“

Substituirt man in beiden Gleichungen die gegebenen Werthe und
Zwar @ = 4,y = 42,y; = 48, f = 10, w = 50° g0 hat man:

,/ \/le X 06 + 4 X 1764] tang 500 \/ 8256 tang 509
- : 06 + 4.fang500 T 06 + 4 tany 60°

£, = \/ . 8266 )
E (0'6 -+ 4 tang 500) tgng 500

- Nun aber ist tang 50° = 1-1917536 daher

894391
v == \/ T oag1655,

5:8670144

o -'/n__.._ 0.
b = i = 3V592735

- Nun ist . : -
_ _ y:—y 008655
- R= tangy. 4:191754

mel BF — g, 4 £, — 3%661252,

— 0-068517‘

Polygonometrle
8. 84,

Ebene Vielecke oder Polygone heissen jene eckigen durch ge-
rade Linien begrenzten Figuren, welchein einer ebenen Fliche liegen
und man pnterscheidet regelmiissige, solche Polygone,-deren Seiten
simmtlich _einerlei Linge haben, und deren Ecken simmtlich von
einem ausserhalb der Figur liegenden Punkte gleichweit abstelen,
und unregelmiissige Polygone, welche keinen solchen Bedingungen
unterworfen sind. Ueherdiess werden Lhe Polygone noch speziell nach
der Anzahl ilwer Seiten benannt, |

- § 85,

Nachdem der Kmakter des regelmhssigen Polygones mit dem

" Kreise einige Gemeinschaft hat, so liegt auch die Idee am Nich-
sten, - das regelméssige Polygon mit dem Kreise'zu vergleichen, da
sich sowoll jedemi regelmassigen Polygone ‘ein Kreis mit dem Halb-
messer & wnschreiben lisst, welcher jederi Endpunkt des Polygons
bertihrt, wihrend man jedem regelmissigen Polygone einen anderen
Kreis mit dem Halbinesser » einschreiben kann, welcher jede Seite
in ihrem Halbirungspunkte beriihrt. Tn gleicher 'Weise lisst sich:
jedem Kreise eiu neckigés regelmissiges Polygon sowohl um-, als ein-
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schreiben, deren das Erstere den Kreis im Halbirungspunkte der
Seiten und das Zweite in den Xckpunkten, tangirt,

Zur Untersuchung "der zwischen beiden Kreisen und dem um-
und eingeschricbenen Polygone wechselseitig Statt habenden Rela-
zionen bezeichne man durch

A
A=

(] .

AB = 8 die Vieleckseite des einem Kreise umgeschriebenen regel-
missigen Polygones;

DE = s die Vieleckseite des ¢inem Kreise emgeqclmebenen regelm,
Polygones;

BC == R den Halbmesser des einem regelm, Polygone umgeschue-
benen Kreises;

FC == FC = » den Halbmesser des einem wgdm Polygone ein-
gescliviebenen Kreises;

n. A ABC = F den Flicheninhalt eines regehu. dem Kreise umge-
schriebenen Polygones;

n A DEC = f den Flicheninhalt cines yegelm, dem Kreise einge-
schriebenen Polygones; endlich.

n die Anzahl der Vieleckseiten; so ist:

) AF = BF :z-,

DG =GE =
ferner, “ell der Winkel i im Umf'mge 360 Gr’mde betriigt;
4cB =22,
n
A0F = Bop =0 = 1%

n

FAQ = FBO = GDC = GLC'__ 90 — ’—?

4*

st . N .
FERT TS SRR % IS & T
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Man ha.t‘ daher;

\ | 180
st — 2.6 ~—~—.co8—
s ) ) n, .
‘R= 18 g
B sm(BO-—*——Q—) s!_Q
n n )
oder e
' . 180
%::2.827?.— . )
Ferner: \
180
.§. sin — sin—-—
5 n
v 180 180
r sin (90 — -—-) cos —
n / n
oder ,
. S
T=2dang-= . (1D
Ferner:
e : s , 180 .
— sin ——
2 n
o r  sin900
oder
s 180 :
—=2.8n — ., . . ‘
o = 2-sin — c . (D

Ferner folgt wegen (II) und (I71):

P S s
"‘ 180 —
2. tang — 2.sa'n1§9 ?
n : : n
180 180
sin —, cos —-,
8 - n
. K 180
sin —- ‘ ‘ ‘
oder s 180 L
EZGOST R (IV) .
Ferner folgt aus (I) und (1I):
. 180 180
, S:R.2.sm7=r.2.tangT,

- 180
st — ., cos
n

R 180
sin—
n
oder
L
. R 0

180

n




Wird dieser Werth » in (IID substituirt, so ist:

18 180
s:=R.cos—.2
# "
oder . v
) . s . 860
- 7 = i~ ‘
Zur Bestimmung des Flicheninhaltes hat man :
ne . 360
F=n ke

b , 360
f—-—n < em———,

53'

(7D

und man findet durch Substltuzton der Werthe r und R folgende

Ausdriicke:
860
F=r'.n tang ——~—R2 2 5 sin—- =
R S " o E(l
=§". g5 = = 8. Gotg
2sin .—
n
n . 860 . 180 180
f=r.ssin— = R*.n sin— cos® —
: R . " - fa
: ' N c'os’ﬂ-"lso
n 180 n n
— al - ————
= &' . 7 oolg - S“»4 ~—155"
: sin —
_ N
‘Hieraus folgt durch Division und Redukzion:
a8
7= 008" —
§‘ 36-

T

Vv

‘Wir wollen nun zuerst die Ausdriicke. fiir die ganzen und hal-
ben Winkel, welche in einem regelmissigen n ecke der Vieleckseite
gegeniiber liegen, fiir das Dreieck (Triangulum), Viereck (Qua-
dratum), Fiinfeck (Pentagonum), Sechseck (Hexagonum), Siebeneck.
{(Heptagonum), Achteck . (Octagonum), Neuneck (Nonagenwm)s
Zehneck (Decagonum), Eilfeck (Undecagonum) und Zwilfeck (Do-
decagonum) angeben und sodann die trigonometrischen Funkzionen
und deren Logarithmen, welche zur Berechnung dieser: leecke

nothwendig sind, in Tafeln zusammengestellt beiftigen. -
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Mittelpuhkfsﬁinkd filr 7 seltige regelmilssigo Polygone,

L 600 11200

450 90°

36 720

300 . . 6o’

25° 42/ 51429 | « B10 25¢ 424857
220 30" B Y.
200, 40°

18 36° -

. 16° 217 49:1:091 329 43/ 381182
150 ; 300. -

Tafel der zur Berechnilng regelmiissiger i‘o‘lygydne‘ gehirigen
trigonometrischen l“unkzion‘en.

Sinws

180
"

© 860

O (RS

-

180 .
008 ——:
n

180

tang —

W
A T i

130
cotg T

0-8660254
07071068
058717853
05000000
0-4338838

10.3420201
0-10:30901%0
0-2817326

0-3826834

0-2588190.

0:8660254
1:0000000
09510565
08660254
07818315
07071068
06427876
0-5877853
05406408
'0:5000000

07071068
'0:8090170

05000000

0:8660254
09009688
0:9238795
0'9396926
0'9510565
0:9594930
09659258

1:7320508
10000000
07265425
0°5773503
"0'4815746
04142136
0°3639702
10:3249197
0:2936265
02679492

'2:4142136

05773503
1:0000000
1:3763819
1-7320508
2:0765215

2TLTLTTS
3-0'7'76835
3:4056878
3-7320508
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Tafel der zur Berechnung regelmissiger Polygone gehérigen
trigonometrischen Logarithmen.

Log.z

sinus

180

180

n

360
n

008 —
log cos —

log tang 1—?

12

9-9375306
9.8404850
97692187
96989700
9-6373733
95828397
95340517
94899824
94498371
94129962

99375306
10:0000000
9-9782063
9-9375306
9-8931132
98494850
98080675

96989700

97692187
97329088

9-6989700
9-8494850
9:9079576
9:9375306

9:9656153
9:9729858
9-9782063
9-9820418
9-9849438

§. 7.

9-9547098]

10-2385606

9-8612610
97614394
9-6826636
96172243
9-5610659
95117760
94677952
9-4280525

10-0000000

97614394
10:0000000
10-1387390
10-2385606(
10-3173364
103827757
10°4389341
10-4882240
10:5322048
10-5719475

Um die Eigenschaften der unregelmilssigen Polygome kennen
zu lernen, sei zuerst zn untersuchen, wie gross die Summe aller inneren
‘Winkel in jedem n eckigen Vielecke ist. Verbindet man irgend Einen
Eckpunkt mit allen tibrigen Eckpunkten durch Gerade, welche keine
Polygonsseiten sind, so wird man sich gar bald tiberzeugen, dass nur
(n — 3) solcher Verbindungslinien moglich sind, weil die Verbin-
dung mit dem Ausgangspunkte und mit den demselben zunichst
liegenden zwei Polygonspunkten wegfillt. Durch dieseVerbindungen
entstehen aber (n — 2) Dreiecke, das heisst um ein Dreieck mehr,
als Verbindungslinien sind, weil jede der Verbindungslinien auf der
gleichliegenden Seite ein Dreieck anliegt, wihrend der letzten Ver-
bindungslinie {iberdiess noch a.ut der ungleichliegendent Seite noch
ein Dreieck anliegt.

Da nun die Summe aller Winkel eines ebenenDLeleckes 180 Grade
betriigt , so betriigt: die Summe  aller inneren kael ¢lnes jeden
n seitigen Polygons (n — 2) 180°. :

Die Summe aller dnsseren Winkel betrdgt aus ganz natiirli-
chen Griinden (n + 2) 180,
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§. 38
Esseidod,d, 4, . . . . irgend ein unregelméissiges Polypon,
in welchem ay, ., @, ¢3, . . . . die Seiten, endlich Ay, 4,, 4,,
Ay, .« . . die inneren Winkel vorstellen sollen.
: G
LSS
. .A.. ’yl ‘?' ' '
) ity 1V Ab B
A, c
% . } ,
_A_ oo B ) X

Projizirt man nun jeden ]"clxpunkt des Polygons auf eine durch
den Punkt 4, willkiirlich gezogene, unbestimmt verlingerte Gerade
Ao @ und fithit dareh jeden Eckpunkt Parallele zu dieser Seite, s0 -
hat man, wenn diese durch die einzelnen Polygonsseiten und durch
diese Parallelen entstandenen Winkeln analog dem Obigen mit o,

%y, o5 85 . . . bezeichnet werden, folgende Relazionen:
w4+ 90° 4 (90-~4x)

4, = u + 90° 4 (90—u,)

Ay = (90—05) 4+ (90—z,)

A, = (90—-—:::4) 4+ (9044) uw. st
Es ist-daher

dJ—A —_ (90 + [90—“0])-—'.44. + og 1800
und da

(!

4,
A

. g == Ao :

ist auch - ‘

&, == Ao 4 A4,—180°,

oy = .Ag + ML—ISOO = A + A + Ag “5600

oy = 1800 — o— Ay = DB400—(Ay + A+ A4, + A,),
= 180o +‘Q(3—A[, = 7200 (Ay+ A4+ A4, + 4, + Ay
u 8. f. ' ‘ S '
Endlich ist: -« .

3003 w=— cos (A, + A,)
sin o, = — sin (A, 4+ A4,)

- % 008 oy =¥ €08 (440 + A4, + ‘42)
Lsin oy =+ sin (Ay + A, 4 4,)
goos ay =— ¢08 (Ao + 4, + A, + A)
sin oy = + sin (Ay + A+ 42+ Ay)
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cos g == + cos (A + A, + Ay + Ay + )

( sma,—-w——sm(Ao-[-f(-{-J +,43+A4)»
ws £ . o
Nun aber ist: o : ' - _
Ay B = ay.008 &y T A, B = .50 %
4, 0 =a .C0S @, 4, Co=a,.sinn
A, Oy = a,.008 , Ay Oy = a,.sin
Ay Cy = . 005 24 4,0, = ay.sing -

Bezeichnet mau nun die Gerade, auf welche alle Projekzionen
gesohehen, durch @, 80 hat man:

@, = . cos u, + a1 008 o, + - 008 g + 13..008 ug + .

und endlich:

BA + Cd, +Cd4;—Cody— . . . . . . =0, weil sobalcl der
‘Wendepunkt erveichit ist, das Zeichen wechseln muss, oder
(St g+ @y 8i0 0y + @y 80 0 — Gy st ay— .. .. . =0,

‘Werden nun in beiden Gleichungen statt der Funlkzionen ihre
bereits friither bestimmten Werthe gesezt, und bedenkt man, dass bei
einem (n 4 1) eckigen Polygone:

Ao+ di+4.+ .. . .+ 4 _-(n—l)180"——
=(n+ 1) 180°— 3600,
wo also der Kosinus gleich 4 1 und der Sinus Null ist, so erhélt
mman die Werthe fir folgende’ Grundgleichungen:
Uy €08 Ao — ay.008 (Ao + A,) + a,.cos (Ao + 4.+ 4,) —
— ag.cos (A, + A, + 4, + 4,) +. . + a, .cos (A +
’ +A+ 44+ '+Aﬁ)7;0’
und
dy.8in Ag-—~a,.sin (g + 4,) + ag.szfn(Ao + 4, 4 4)-
—ty . Sin (Ao + A, + A, + {13) + e e a, . 8in (1—(,0+A1+
+ 4, + . Co A ) __0
woraus sich leicht spezielle I‘onneln ezgeben :
- § 3.

Es sei das PdlygonA A oA, 45, . .. A it dem Poly-

gonsmlttelpunkte 0, in welchem A, O =z dgy A, 0 = a,,4,0=a,,
A 0= @ ferner die Winkel OAOA = Ao, Od4,4, = A,

- 04,4, =4, ... 04 Ao --A dann Odgd, = o, OA,AON_
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=y, OAgdy =0y, . . .. OA A = bezeichnet werden,

so folgt, weil die Seiten sich gerade zu den Sinussen der gegenuber
liegenden kael verhalten,

€, . SIN o, == ty. Sin Ao
Ay 800 0ty == @, 500 A,
Oy SIN g == @ty 8in A,
Qo SN wy, == (b o 870 Ay

L

Qy « SEN oy == a ‘.sm Al.

erd nun diese Kette von Glelchungen multlphz irt; so folgt,

da’ a, a, aa a,, a =y @, 4y a, an folgendel wichtige Saz:
8in oy Sin a, Sin o, §in g sina, . . . . SN & = sin Ay sin A,
sin 4y sin Ay sin A, . ., sin 4, welcher zur Richtigkeitsprobe

11auﬁge Anweidung findet. ‘
§. 40.

Zur Auflésung der Gleichungen des zwelten-Grades. auf trigo-

nometrischem ‘Wege hitte man ‘ -
@ +aatb=o0 ,

als allgememe Form der qu adratischen Glelchung

Iis ist aber auch: ‘
daher o - '



. . a'l‘
- at +a.m+—-~“-~4—$b

oder ‘ ‘
a\t at__ |
(f” +i)=5F0

o=tk \/Tr— g i3 E—Qi

Soll ~ == — sein, so konnen die Warzelwerthe der Gleichung

das ist:

. 4% oy i
nur dann reel sein, wenn — & 1, d. h. wenn sich die Quadratwnrzel

wirklich ausziehen ldsst, 'Weil aber der Sinus jene trigonometrische
Funkzion ist, welche dieser Anforderung Geniige 'leistet so fithre

man fitr diesen Fall den sin 3= o ein. Wud abel — == 4 ge-
T a ‘
nommen, 80 untelhegt die Grosse des Auschuckes gar keiner Be-
sehréinkung und man kunn fiir diesen Fall tcmq = 2V sezen,
@
Uln den ersten Fall :
xt + oo + b =0
zu betrachten, hat man also:
= %1+V1--sm 3%:—~(1+coss)——
. 1 + e
- g
das heisst :
3
— 2
5 @ . cos';
X =
e— a . sint
' 2
.
2 V7% V% Ve

. Wegen @ = === =
: 3 5 il
§in 3 2 s> .cos Y sin.cos’
R 2 2 2

erhilt man darch unmittelbare Substituzion
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3
cos’-é.m ‘ s
- T = ——Vb . ootg;

sin 7 co.
— . 008 —
2

stnt ; V71

H =

sin'?r cs's
008 —
P 2

3
= Vb tang ;.

‘Fir den zweiten Fall;
Bt aw—>b=,

aber ist
a o ——e a —_ N
@=—g ;14—\/1 + tcmg’ﬁf = — 5 (14 sec 3) =
_a +__ _ e CO"-?_:Ei_ & cosy A
; 2 " cosy 27 eoss T T cosnt 2 s
daher , ' '
: a 1— cos?d _ a g 9
‘ cos® "2 o8 -sin® >
] e 1+ cos 3 a ¥
T T == e —— 0087
cos § ° 2 €os § 2

Wegen g = 2 Vo erhiilt man :

tany ¥
Y
“”._V‘f W9int =
- sin ¥ 2
— Q_KI_’ cos??
sin 3 2

. i o8 8 '
Es ist aber sin' 9 = 2 sin 7 cos; » daher auch

Vb, tcmg 7

@& =
- A =V7b. cotg— .

Man erhélt somit fir 2* + « 2 + b= o, folgende Formeln:
2VE Sl
\ @ \\ tany

— cotg2 Vb,

&L ==

+ tang = . V0.

Wenn nun ¢ das Zeiclien andert bekommen auch die: Werthe
des @ das entgegengesezte-Zeichen,



Beispiel. | B
eI a? — 232 — 1058 =0
‘2\/1058__15“”93
23

04515450 == log . tang 70° 31 431,62
log . tang 360 15/ 51/-81 = 9-8494850
+ 46
- T=1~ 23,
§. 41,
Die allgemeine Form einer Jeden kubischer Gleichung 1qt

2 + ad® +bm+c:—=o

P o _
Sezt man nun @ =y — 5 % erhiilt nmu*):

al
J*’—(—a————b) +———'—~ +c=o0
¢ine neue Gleichung , welche unter der allgememen I‘onn
¥+ A y +B=o
erscheint, wo also die zweite Potenz der Unbekanuten ganzhch fehlt
~und dadurch eliminirt warde , dass man statt der vorigen Unbekann- -
ten eine neue Unhekannte, wel‘che um den Quozienten aus dem Koeffi-
zienten der nichst hichsten Potenz und dem hdchsten Potenzwpo—
nenten, vennlndelt wurde, substituirt.
Seyt man hier ¥ = -+ v, so hat man:
W'+ Buv4+ Ady+ B=o
und wenn man zur Bestimmung dieser beiden. Werthe noch die Be+
dingungsgleichung '

Suv4+Ad=o0 ,
anwendet , wodurch das Pmdukt mit y velschwmclet also
y + »° + B=o
0 3 _—
oder % 27u“ + B =90,

*) Die Methode aus der Glelchung:

o+ Aa" 1L Bt R L 4 X2t Y Z =0
das zweite Glied dz" 1 durch die Substituzion
=y — A
n
" wegzuschaffen, riihrl von Cartesi us her, dev sie Im 8., Buclu, seiner
Geometrie I ehrte.

‘
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worauns * 1 ol

[T n: AH
| +\/ +2

’U"':--.B—~u’

Y oz . \/m
Iy e

Hieraus folgt endlich. durch Substituzion- :
3

PTa— /B'l A') _Z /Bl Ai
Y R + l 27 V 41-

die sogenannte Cardan’sche Formel *), .
" Sezt man diese Founel oder Dbeztiglich d1ese beiden Wurzel,
also y = O+ .D, so erhilt man fiir die belden anderer Werthe

Da nun

1st nattirlich

. der Unbekannten :

Y= — 2;*..13 + VI3
‘Wir wollen nun zur Tr'msfonmzmn dieser Fornel, wie sie zur
trigonometrischen Berechimng beschaffen sein soll, iiber eelien 1nd ha-
ben zuvirderstdie dreiFallezn nnterscheiden,in Welchen der Ausdr
/B A
1 T
entweder grisser oder gleich oder kleiner, ‘wie Null ist, da, wie be-
kannt, von der T+ Rigenschaft einer Grosse, aus welcher die 2 n) te
Wurzel ausgezogen wird, die Bescha{fenhelt des Resultatos, ob reel
oder imaginiir, abhingt. o ,
1. Zur Betrachtung des ersten Falles, in welchem ‘LISO

uck

B A3
. T + 2770,
sei d == 4 . Sezt man nun
4 4% . gt ‘ *
Ty ’ = tang® 3, L | ()

*) Diese Formel rtthrtvon Scipio Ferrecus, einem Italiener her nnd
hatihren Namen daher, weil sicHyeronymus Cavdanus in sei-

ner : Ars magna, quan iml,/o Cossctm seu regulam AlJebrae vocm:t, 1545
znerst oﬂ‘enl.hcll bekannt machte.
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so erhilt mzm
B\l—coss B(l+cosB) B
y= 2. cos:? — 2 cos -
Sezt man nun Kiirze wegen

- 4 ‘
2 \/Ezzﬁ

80 folgt.il‘a.ch gesehener Substitution -
=0 cos &

B= asiny ' -

welcher Werth in den Ausdruck fiir  substituirt wird. Sezt man ferner

33—
\/tcmg'—?-: tang o , M

so erhdlt man nach endlicher Rednkzwn

J—-_.z\/ ., cotg 2 ¢ (*)

als die erste reele Wurzel.
Ist aber 4 = — , s0 sei, da folgerichtig
4 A48
27 B <1
4A'i . -
! *)

und der zweite Substituzionswerth wie oben, so ist:

— 2 4 o *.
y= —sz'n‘l(p‘\/" ‘ *)

Sowohl fir den positiven, als fiir ‘den negativen ‘Werth von 4.
sind die beiden anderen ‘Wurzelwerthe imaginir. -
2. Fiir den zweiten Fall, in welchem
RB? Aﬂ
PR
lassen sich die Wurzelgréssen unmittelbar logarithmisch berechnen,
daher hier die Hilfsgrossen entbehrlich erscheinen, In diesem Falle sind
alle drei Wurzeln reel und zwar sind zwei derselben einander gleich.
3. Im dritten Falle, in welchem 4 nothwendig negatif sein
muss, hat man die zu untersuchende Gleichung: -
y* — Ay + B = o.

=0,

Sezt man nun . :
A ‘ y=1r.sn 3, ' ™
80 erhilt man wegen S
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. 8 . i,
sin® § — ;—smg-{- 4—sm33:: 0,
welche Gleichung, wie leicht einzusehen, nur eine Umgestaltung des
fiir stn 3 3 bekannten Ausdruckes ist, die Relazion:
3 1 .
9y — rty + rtsin33=o.

Die Wurzeln d1ese1 Glelchung sind stimmtlich in der friher an-
gegebenen Bedmgungsglelchung enthalten, unter der Bedingung jedocl,
dass fiir 3 alle Werthe gesezt werden; fiir welche sin 3 3 keiner
‘Veréinderung untelhegt was filr

ca].-a

33,—(180~33), 3. 180——33)— (5. 18()—33)

— (360 +33),5 L. 360 +3 a), (3. 360 + 3 yivs
Statt hat. Da aber alleu diesen Bogen nur die Sinusse
stn &
‘ sin (60 — 3)

~und — sin (60 4 3)
entsprechen, so entsprechen der Bedingungsgleichung fiir die abzn-
losende Gleichung nur jene Wurzeln, : welche die Produkte von
=2 \/* in diese drei velschledeneu Smusse angeben.

Da nun, wie man sielt ,

7 =4 *)
M sin 8 9
=B | *)

s0 ist es nunmehr leicht, die Wurzeln der Gleichung zu berechnen.

Dieser Fall wird casus frreducibilis genannt, weil die Wurzel-
werthe in der Cardan’schen Formel in.imaginiirer Form erscheinen,
obschon sie mit Hilfe der trigonometrischen ¥ unl\zloneu, wie man
‘bleht sich simmtlich reel zeigen.

- Beispiel, Es sei die Unbekannte 2® — 3 @ 4 2 =0 zu be-
stimmen. Dieses Beispiel gehort zum zweiten Falle, den wir, weil
er keine Hilfsgrissen erfordert, anch nicht niher beleuchten durften,
Als Beispiel kann es aber gestattet sein, ohne die Grenzen dieses
Buches zu verlezen, diesen Fall ganz kurz durchzufiiven, Hier ist
A= —3, B= - 2 und da fiir diesen Fall
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3 —
2, = — V4B
md
: : R
&y = &y — g
hat man ‘ ~
. " 3
; B, = — VB = -

und

%:xq_\/»——+1

Es sind daher — 2,+ 1und + 1 die fresuchten Wulzeln der
gegebenen Gleichung, daher
(@—[=2) (z - [+1]) (= - [+1])= (w+ 2) (@ —1)(@—1)=
= o die Gleichung selbst.
Beispiel. Es sollen die Wurzelwerthe der Gleichnng
2 —Te+T=0
gefunden werden.

Nachdem nun hier 4 = — 7, B == + 7, folglich
A3
Z— + on < 0,

vl \/ 28
=V y=Vg
ind s =B \/ &
3 28’
wo witer 4 und B blos der numerische Koeffizient ohne Riicksicht
auf das Zeichen verstanden wird, nachdem dasselbe bereits in der
speziellen Bedingung dieses Falles embegnffen ist.

Man findet also

hat man:

log r= 04850184
log sin 3 3 = 9-9921029,
daher. .- 33="79" 6123180
o 8=26°22¢ 'TmQ3
60 — §==330 371 52107
60. 4 35— 86" 221 793,
Fithrt man die Rechnung durch, so findet imm
log. 2, = 0'1325465
" log. @, = 02284059
_zog.‘ 23 = 0°4841456

E. sedlaczek, Hompendinm der eh, u. sfar, Trigonometrie, b
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und da, wie aus der allgemeinen Auflosung hervorgeht, sowohl , als
a:2 positiv sind, wihrend @; negativ wird, endlich als szelwelthe
w, = + 1-356896
= 4 1-692022
a,',, = — 3:048917
Beispiel. Es soll die Gleichung 3y° 4 33* + 4y —|— 2 =0
aufgeldst werden. Dividivt man die ganze Gleichung durch 3 und sezt

'y = @ — %, um die zweite Potenz wegzubringen, so erhilt man als
_neue, nach den bereits bekannten Formeln aufzulosende Gleichung
a4+ —8— =o0. )
A H1er 1st A= 41, B = -|— daher, jvie ma‘n‘auf den ersten
Blick ersielt, . | ‘
: A3

T+°7>0'

tl A') - 5
tcmg ;= =) 273“ - 16’

log. tang s = 0'1136219 I
: s= 520 24' 39129,

man hat also_
daher

nun ist .
;;-_‘— 26" 120 1964
daher wegen .. ., b . SR TR

 log. tang - = 96921233

log tcmg P 9 8973744 = Zog tang @

also e ‘—— 38“ 17‘ 33 07
Nun aber ist: )

= -—-2\/—. ooth(p—.w— 2\/ cotg. ‘760 3516114

log cotg. 2 c,c;:: 9-3775058,
log. w = 0 4399751 1
daher . . " g= -;r- 0 2754071
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s ist also
1
n=Ee—g= - 06087404

Wird nun die gegebene Gleichurng durch den Wwrzelfaktor
v + 06087404
dividirt, so erhiilt man die neune Gleichung
y* 4 0:3912596y 4 1-0951578 = .0
und somit auf dem aus der Arithmietik bekannten Wege die beiden
anderen imagindren Wurzeln der Gleichung

y, = — 0-1956298 + 1-0280500 V —1
ys = — 01956298 — 1-0280500 V —1.
§. 42.

.. Um zur allgemeinen Auflosung von €lelchungen des vierten
Grades auf trigonometrischem Wege zu gelangen, sucht man gewghn-
lich dareh Transformazion eine Gleichung des dritten Grades zu'er-
halten und verfahrt nach der bereits bekanuten Methode. Eine recht
interessante Methode, Gleicliungen- des vierten Grades aufzulsen,
wo man die Wurzeln der Gleichung erhilt, ohne vorerst die Zeichen
der Koeffizienten zu kennen, hat BPr, Peche am 4. Juni 1847 in der
» Versammlung von Freunden der Natmwmsenschaften zu Wien* ge-
lehrt, welche Seite 19 u. s. w. im-3. Bande der Berichte pro 1847,
‘Wien 1848, nachgesehen werden kann.

S



~ Zwelter Thell,

Sfarische Trigonometrie.
T8 43
Sind AOB, AOC und BOC drei Ebenen von der Beschaf-
fenheit, dass die Kanten A0, BO uud €O dieser drei Ibenen sich
wechselseitig beriihren und O den Mittelpunkt einer Kugel vorstellt,
von welcher 4B, AC und BC Stiicke der grossten Kreise sind, so
. ‘mepnt man die Begrenzung dieser drei Stiicke ABC ein sfiirisches
Dreieck. ' ' |

A
Die Winkel, welche diese drei Ebenen miteinander bilden, nennt .

man die Winkel des sfirischen Dreiecks, und da die Winkel, welche
durch je zwel gegen denMittelpunkt des Kugelausschnittes einander
zulaufende Kanten einer jeden solchen Ebene gebildet werden,
genau so viel messen, als das mit dem Halbmesser A0 — BO ==
== CO =1 beschriebene Bogenstiick, welches zwischen den mehr
erwilnten Kanten dieser Ebene eingeschlossen ist, so stellt ein
solcher Winkel die Grisse der in der betreffenden Ebene Hegenden
Seitg des sfirischen Drejeckes vor,
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Wir rathen Denen, welche eine Erleichterung der’ Vorstellung
witnschen und die sfiarische Trigonometrie griindlich zu studiren be-
absichtigen, recht sehr, Sich in einem kreisrunden Kartenpapier einen
gut-begrenzten Kreisausschnitt von etwa 200 Grad auszuschneiden
und diesen Aussclmitt -in drei ungleiche, doch nicht sehr versclie-
dene Theile etwa.56°, 647, 80° abzutheilen, die Theilungspunkte
mit dem Kreismittelpunkt zu verbinden und das Papier bei den ge-
zogenen Halbmessern derart umzubiegen, dass die Kanten, welche die
Grenzen des Kreisausschnittes waren, sich schliessen. Es kdnnen nun
die kreisrunden Begrenzungen als die Seiten des sfiirischen Dreiecks
und das entstandene Korpereck als Mittelpunkt der Kugel gelten —
und nian ist in der Lage, wenu man die grosste Iliche zur Basis
nimmt, alle nithigen Hilfslinien zn- konstruiren und zu beschreiben,
oder mittelst Fiden einzuzichen und somit die deutlichste Vorstel-
lung iiber diesen Gegenstand zu erlangen. '

§. 44.

Zur Bestimmung der Relazionen der Seiten und Winkel cines
sfirischen Dreleckes seien BAC = 4, ABC =B und ACB =C
die Winkel, ferner BC=a, A0 =10 wmd 4B = ¢ die diesen Win-
keln genenubel liegenden Seiten; ferner konstruire man vom Scheitel-
punkte 4 des einen Winkels des sfiirischien Dreieckes eine Senkrechte
AP auf die gegeniiber liegende Ebene .BOC nud von diesem Punkte
Pi in derselben Ebene Senkrechte auf die beiden Seitenkanten dlehel
Ebene, nimlich PQ L OC und PR 1 OB; ferner in dem Punkte R
eine Senkrechte RS ﬂ.llf die gegeniiber 11egende Seitenkante OC die-
ser Ebene; endlich ‘auf diese Senkrechte aus dem Punkte P wieder
eine Senkrechte PT'.

Verbindet man nun die Punkte @ und B mit 4, so ist, weil
4P L pl. BOC wd PQ L OC anch A4Q L OC und aus einem
analogen Grunde 472 1 0B.

. Vermége der Konstrukzion aber ist APE = APQ = 90"
ebenso ist OS8R = 90°,. Weil mun. aber die Winkel des ‘sfirischen
Dreieckes dareh die Lage der Ebenen bestimmt and sowohl PR als
PQ in einer Ebene, als auch senkreclit auf die Seitenkanten .sind
und anderseits AR und 4Q, welche gleichfalls senkrecht auf diese
beiden vorgenammten Seitenkanten und in den an dieselben angren-
zenden Ebenen liegen, ist ARP = B und AQP =C.
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Weil wir nun die Halbmesser der grgssten Kreise == 1 sezen,
s0 ist zufolge der fritheren Annahme:

AQ =sin b
0@ =cosd
AR —=sin ¢
OR = cos ¢

Es ist ferner ‘
0Q = 08 4+ Q8 =08 + PT, wozu:
08 = OR.cosa
PT = PR.sin PRT = PR.sina
PR = AR.cos B. .
Durch Substituzion in die Gleichung fir OQ folgt:
¢08 b= cosa.cos¢ + sina.sinc.cosB. . . , (1)
s ist auch '
PQ = ARQ.cos C = sinb.cos ¢, und
PQ = RS —RT—=0R sina—PRcosa

= cos ¢.sin a—sin c.cos B.cos a,
daher

smb cos O == sin «.cos c——smc cosa.cos B, . ., (2).
Ferner ist:
AP . AR.sinB = A sinC =
= sinc.sinB = ginb.sinC . . . . (3)
Wel(,he 3 Formeln die Grandformeln der sfirischen Tngonomcm ie
bilden. ,
Durch Veréinder ung der Buchstaben elgeben sich gfm/ einfach
die analogen meeln
‘ §. 45.
Multiplizirt man die Gleichung (2) mit cos B und addirt zu ihr
die zu (2) analoge Formel sin b. cos 4=cos & sin ¢—sin a ¢os ¢ ¢os B,
50 hat man: :
sinbd (cos 4 4 cos B cos 0) = ¢0s a.sin ¢ sin® B,
Dividirt man nun diese Gleichung durch die Gleichung
sz'?z b sin € == sin ¢ sin B und bestimmt hierans cos 4, so ist:
c0s.d =-— cos B.cosC 4 cosa.sinB sinC. , ., . (4)
Fiir cos B und cos C findet man selbstverstindlich ganz analoge
Ausdriicke, o : ) , o
Wir wollen nun zuvorderst die wichtigsten Folgerungen ziehen.
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Addivt und subtrahivt man den aus derg@leichung (1) bestimm-
ten Werth fiir cos B zu und von der Gleieling 1 = 1, so hat mag

B , . B : .
wegen cos B = cos® 3 sin® 9 nach geschehener Redukzion:
cos b—cos (@ + ¢)

sina.slnc

cos (@ —c)—cosh
1 —¢cos B =-—77—7

14 cos B=

. sina.sinc
Bringt man nun die Formel
vty L 9—y

o8 ¢-—Cos p = — 2.sin 5 S ——2——,
e (das ¢ =0
wobei fir 1. cos B land ¢ == ato
und fir 1 — cos B ilsdfi i:__ ;}L—C% ist, in Anwendung und be-
B " B
denkt, dass 1 + cos B = 2. cos" o und 1 —cos B = 2. 5int 3

s0 hat man:

bta+c [ b—a—c
BEE . Sin

— 2.5 p————
?'.B 51 ¥ 2
2608 = - . -
P4 sina.sinc
‘4 —c+b , a—0Q-2
. B —2.s8in ) .sin 2 )
2 sm = =
2 sina.sinc: i :
Fuhlt man nun, wie os in der ebenen Trigonometrie geschehe 1,
a+b + ¢
statt R — s ein, strelcht beiderseits den Faktor 2 ab, und
zieht die Wurzel, so folgt: « - , ,
B sin §.sin (§—b)
€08 = == e
2 sina.sinc
., B stn (s — —
sin > = (s,_.__i"i(s ‘)
2 Y  sina.sinc

Ganz analoguelh'alt man auch
\/sms .sin(s-—a)
008 - =
sinb.sine .
sin(s—>b)sin (s —
Sb?’b = \/ L _)__(_C.).
T sinb sinc

¢ sin s sin(s —c —c;
00,5‘:?‘~ -

" und

“sina sinb

C stn{s —a, sinis —a) sin (s —b)
8in — e, .
> ‘ sin a.sinb




§. 46. L
I Aus (&) folgt ferner

cos A cos BeosC

CO8 (o= e
sin B sin C
daher i :
cos A + cos B cos C + sin B'sin ¢
1 4 cosa = - :
“sin B sin C
) ~ ¢0s A — cos B cos C + sin B sin
1 —c¢os a = Snfaung

sin B sin €

und somit
2 & cos A+ cos (B — C)

2 ¢08° -
€08 5 sinB sin ¢
9o st & — " cosd +-cos (B + (),
2 sin B sin ¢

Ist nun — = S,

s0 hat man, wenn man analoge Transformazionen vornimmt, wie

friiher geschehen, '
_(z \/('os S—B)cos(S‘ - )
g7V sin B sin C. ‘

a \/ cosSeos (S-—A)
i) — = N
s n sin B sin C

Auch fiir die: Smusse und Kosinusse der beiden anderen Bagen
erhilt man ganz analoge Ausdriicke.

§. 47,
Aus obigen Gleichungen fiir die kael (§. 45) erhilt man:

A B sin § .
CoS — « €08 — = « St —
P P sine
. A B sinfs—c) , C
sm2 -S‘L ‘é-—- smc—.sn—é
LA B sin(s—b) ¢
stn v cos EZW . 00873
A ;B sin (s —a) C
COS—‘:.SL —z—_—‘m— 00:5'—2'

Durch wechselweise Addmon und Subtrakzion dieser Glei-

chungen erh#lt man:
A+ D sins Tsin(s—ey | C

s = L sin
eo 2 sine 2

At e sin(s—b) 't sin(Cs —a) c
St - I e— © . COS '2 .

2 sin ¢
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Schafft man nun nach der bekannten i mel sin ® =+ sin  die
im Zihler des einen Faktors vorkommenden Summen weg und
fiilliet wieder s ein, so erhilt man endlich die nach ihrem Erfinder -
benannten Gauss’schen Analoglen:

@+ b oo
A sin -—-+—~ C )
cos —5—— = — P . szng
sin -
2
@+ b
cos .
A+ B 2 L
o8 — . 8 -
w c 2
h oS~
a— b
. o8 ———--
. A+ B 2
s i = e—e——— , 008 T
2 e 2
cos -
' 2
sin a—b
., A—B 9
8n " = e, (8§ B
: 2 c
. sin - ) ~
2

Diese Gleichungen tuhren auch manchmal den Namen l)elmnbre -
sche @lelchungen.

8. 48.
Wenn man anun’ ails diesen Gleichungen die Ausdriicke fiir
A+ p
tang und tcmq (durch einfache Dwxsmn) bestlmmt 50
hat, nm‘n die f‘olgenden Neper schen Analogien:
cos =0
tanyg 4+ 2 tg &
—_— I e OOl
a+ b 93
0§ — )
sin 2= b
—B c
tang = eoty =
. oAb 2
s i
2
cos 4-8
a4 b 2 — ¢
tang —— = ————— . tang —
: 2 A+ B 2 i
<08



T4

"b " sin 4 - B c
a4 —

tunyg tang 7
- sin

T A+ B
)

) §. 49.
Bevor wir jedoch zur Auflosung des Dreieckes iibergehen, ist
“es nothwendig, zu zeigen, dass die Summe von je zwel Seiten dessel-
ben stets grisser ist, als die dritte Seite.

Derjenige, welcher sich das in §. 42 anempfohlene Modell wirk-~
lich gemaclit hat, wird erselien haben, dass nur dann ein sfirisches
Dreieck entsteht, wenn sich die umgebogenen Kreisausschnitte
schliessen. Diess geschieht aber nur in dem einzigen Falle, wenn
die Flichen dieser beiden Ausschnitte, und daher’ deren Bogen oder
sfirische Begrenzungen (Seiten) zusammen grosser sind, als die
Fliche des dritten Ausschnittes, daher dessen Bogen, sfiirische
Begrenzung (Seite).

§.50. -

Auch wird zugleich elsehen dass die Summe der drei sl‘urischen_
Begrenzungen (Seiten) stets Kleiner sein muss, als 360 Grad, weil nur
dann ein sfarisches Dreieck entsteht, wenn man von der ausgeschnit-
tenen Kreisfliche einen, wenn awuch noch so kleinen, Kremausschmtt
ginzlich entfernt.

§ 51.

‘Wie ans der B Dnt,stehung des sfirischien Dreieckes bekannt ist, sind
seine kael keing andern, als jene, welche durch die entsprechenden
Ehbenen, die sich im Mittelpunkte der Kugel schneiden, gebildet werden.

Um diese Winkel: zn messen, kann-man durch ' die Ecken des
Dreieckes tangirende Ebenen legen und jenen Winkel als den Drei-
eckswinkel betrachten, welcher durch das Zusanmentreffen von je
zwei im Mittelpunkte der Kugel konvengirenden, unbestimmt verlin-
gerten, Ebenen mit diesen Berithrungsebenen. entsteht. Jeder solche
‘Winkel ist natiirlich jedenfalls grisser, als der korrespondirende
‘Winkel, der dadurch gebildet wird, dass man die Jcken des sfirischen
Dreieckes durch Gerade verbindet. Da nun diese Eigenschaft jedem
sfirischen Dreieckswinkel zukommt, ist jeder derselben grisser, als
der entsprechende ebene Winkel und somit die Summe aller Winkel
cines sfirlschen Dreleckes jedenfalls grisser, als 180 Grad

Der Ueberschuss heisst der sfiirische Exzess,

’
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§52. @

Das gisste denkbare sfirische Dreieck kann durch Bogen be-
grenzt sein, von denen zwei; jeder 120° und der dritte nahe- 120°
misst, Ein solches Dreieck wird auch nahe den Flicheninhalt der

halben Kugel -zur Fliche haben und jeder Winkel wird -nahe 130°
messen*). Somit’ ist*die nie zu erreichende Grenze der Summe
der drvei Winkel des grosst moglichen sfirischen Dreieckes
3.1800 == 540°,

Wird nun dieses Theorem mit dem Vorigen verglicken , so fin-
det man, dass die Summe der drei Winkel eines sfirischen Dreieckes
zwischen 180° und 540° und dass der sfirische Exzess zwischen 0°
und 360° legt. ‘
| 5. 53. |

“Verlingert man zwei Seiten eines sfirischen Dreicclies von jenen

Punkten auns, in welchen sie sich nicht schueiden, so lange, Bis sie.
sich wieder treffen, was nint dovt geschieht; wo sich der zum Schnitt-
punkte -dieser beiden Dreiecksseiten, entgegengesezte Pol befindet,
- weil die Seiten als Theile du‘ grossten Kreise erscheinen , and sich
zwei glosste Krelse immer nur in zwel (entwegengeseztcn) Polen
schneiden konnen s0 entsteht ein sfiriseches Lweicek, welches das so
Vielfache eines anderen sfirischen Zweieckes, dessen Bogen um einen
Grad von einander abstehen, zur Fliche hat, als der Bogen betrigt,
um welchen die Begrenzungen (Seiten) des sfirischen Dreieckes vou
~ einander abst(,hen Nun aber hat das Sfarischie Zweieck, dessen
Bogenum 1° von einander abstehen eine Fliche, welche den 360sten

Theil der Kugeloberﬂache, das 1st — betragt. Ls wird daher die
Flache eines sfirischen Zweieckes, dessen Bogen um «® von einander

abstehen, an Fl4

2
0 1.
TR h}aben.

*) Zieh; man durch cinen Punkt (Polyan der Kugeloberfliche einen gross-
ten Krels, so ist der duveh diesen Bogen entsteheude (sl'liLiS(,hL) Win-
keldie Hillfte des Winkels im Umfange oder des mit dem Pole konzen-
trischen Keelses, weleher 3609 mlsst ddhev d('l (l((l(,h den grigsten
Kreis am Pole entstehende Winkel, desqen Mass der lmlbe, mit dem

8609 :

Pole konzentrische Kreishogen ist, )

= 1800 hetrégt.
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® §. b4,

Macht man alle Seiten eines sfirischen Drefeckes zu griwsten
Kreisen, so entstehen auf der Kugeloberfliiche achtstiirische Dreiocke
von denen stets zwel zusaummen ein stirischos Zweieck hilden.

“Um nun . die Fliche F eines sfirischen Dreieckes zu erfahren,
summirt man drel solche sfiirische Zweiecke, welchen die verlangte
Fliche gemeinschaftlich ist und hat:

4yl

_F‘ - = vl
+ow =gy b
drp?
F+ ﬁ - W . _13,
. Grre
F+ Y == _3()—6- . 0,

webei «, P die zur Bildung des Zweieckes nithigen Trginzungs-
_dreiecke, dann A, B, ¢ die Winkel an den drei versehiedenen Polen
bezeichnen. Es ist also :
lm
3F+at+p+y = T0e (4 4+ B+ 0).

" Da nun auf der Rugeloberfliche ausser den Dreiecken F} a, B,y
nur noeh die diesen entgegengesezten Dreiecke, welche genau so
gross sind , wie diese, somit auch wie die Oberfldche der Tatbkugel,
iibrig bleiben, so bildet

I{:/Jelﬂdclle

Froatp+o= — =2
daher auch '
; Al -
. 2F+2n7‘— (4 +B+C
oder 3600 )
2(4
Fe o _L,i;_ﬁ_f)_’biﬂ_ 1{ =42 (4 + B+ ¢ —180%).

§. bb.

Um zur allgemeinen Auflésung der schiefwinklichten sfirlsehen
Drefecke iiberzugehen; wird man die Fiille betrachten, in welehen
das Dreieck vollkommen bestinnt ist. Dieses ist der Fall, wenn

1. alle drei Seiten, - :

2. zwei Seiten und ein Winkel,

3. zwei Winkel und eine Seite,

4, alle drei Winkel
gegeben sind.
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1. Gegeben alle drel Seiten a, D, c.

T

Zum Belufe der Berechnung gind die Sinusse und Kosinusse

der halben Winkel bereits im §. 4b entwickelt.
Beispicl. Es sei a = b4® 12/ 0¥

: 3 b =— 4B° 214 0%

¢ = 49° 46 307,

- t+ b
s ist also &8 = _(_+_5+_c — 740 39¢ 45"

doher s — a = 20" 27" 4B
35 D == 29° 18 45"
§ — € =2 24:0 53’ 15“

ferner

log . sin @ = 9-9090550

log , sin b = 9-8521218

log . sin ¢ = 9:8828172
log . sin s — 99842502
log . sin (s — a) = 95435643
log . sin (s — b) = 96898172
log . sin (s — ¢) = 96241149

und somit log . cos s = 98964375
Tog . sin’y = 978949655

log - cos g = 994109760

log . sin ? = 968790350

 log L0 = 9:9235941

dalier die Winkel ™ : .
filr cos filr sin

Iy o=

5;

&4

Mlq L3

— 32050/ 5799 | 5802

A )|
log . siny; = 973610235

— 380 0¢| 5736 | 5738,

2999 107 16-15°¢ | 1616
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Man hat also folgende Winkel dm gegebenen Dreiecke:
A= T6% 145475
- B = 58%20'32:32
¢ = 6b° 5y ' 56:02
Summe = 2000 227 25709
Wwo -~ 20% 22/ 2309
den sfirischen Txzess bildet,

Um nun den Flicheninhalt des sfirischen Dreieckes zu erhalten,
braucht man den sfarischen Iixzess bloss in das Bogenmass zu iiber-

tragen, was durch Multiplikazion mit Troo 8eschieht, indem ein Fak-

tor (das Quadrat des Kugelhalbmessers) wegfillt, da kein Halbmesser
angegeben wurde, somit devselbe gleich Eins angenommen wird, Man
hat also: ' o
200 -
03666667
23109 = 0:0064139
20° 22' 23“ 09’ : 203730806,

200
221

III I

daher e
l'og. 20-373081 = 1-3090567
Cdogew = 04971499
T 18062066
log. 180 . .. ='2:2552725
' 05509341— 1

somit S
7= 03556774, .

"8, BT,

Wir wolleﬁ,nun den Flécheninhalt des Dreieckes oder den sfii-
rischen Exzess durch a.lle drei Seiten ausdrﬁcken
Man hat
= 4 + .B + 0 — 180°

daher
1 gA+B 1800 — ¢

2) 2 2
Aus den im §. 12 entwickelten Formeln erhilt man

— ¢ siny -~ siny

tcmq 20 cos g H-Cos ¢’

ttmg — Lcmg




180~ C

daler sin A+ 8 smlg_‘_,..
¢ r 2 >

ng — = e gEn ¢

4 003A+B+cos‘—~—~2“—"

woraus, nach Anwendung der {{ansd’schen :Analogien:

ah s cosg
r 0T 2 2
tang Y = b e PR

+ cos—  sin~
ad i
cos —p - R

b+e—ca

te-
i 22T gin —— : ‘
sty st 4 \/ sin s.sin (s —€)
=T Tavb+e cos T a+b-c” sin (s — a).sin(s —=b)

o8
4

g == —-—-, Es ist daher auch

, wobei

tany _} \/tany 5" i:cmg tang ==

tcm g 5

s--c

welcher Ausdruck nach seinem Ulheber L’huilier bena.nnt w1rd.

Beispiel.

Um diesen Fall durch’ das Beispiel des vorigen Pamgmfes zu

erliiutern, hat mau_ also:
= 37" 1c)1 5245

f_‘_;_lt_ = 100 13l 52“ 5'“ ‘

s; b 147 39 29115

S—-C

== 12° 26’ 3715

log. tang ;: 98823299

L. 9-2564568

log. tan —-: g 4175200’"

log. tcmg -———: 343’7332' '

T

somit
89500200 = Tog. tang %
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daher

=== 5V 51 35764
F = 200 221 231:06

der im vorigen Paragrafe gefundene sfirische Exzess.

§. 58.

Gegeben: zwei Seiten und ein Winkel.

2. Dieser Winkel sei durch beide Seiien eingeschlossem, somit

also @, b und ¢ gegeben.

Zur Bestimmung der beiden Winkel 4 und B wendet man die
in §. 48 gegebenen, zwei ersten Neper'schen Gleichungen an, wihrend
man die unbekannte Seite mittelst der beiden lezten Neper’schen

Formeln finden kann.

‘Wollte man aber die dritte Seite dnekt be1echnen S0 seze man

in der §. 44 entwickelten Grundformel
cos ¢ = cosa cos b 4 sina sinb cos C

oder
fiir

80 folgf

cos ¢
cosc_cosa,<cosb + sind )

cos.c ': oS (cos b+ tang o sind cos C)

tang o cos.C' = cotg c,c,

sing

und nach geschehener Redukzmn

Beispiel.

Man hat:

'cos’a sin (b+9p)
| cqsc _’—-————smq) .
Gegeben = 39°10!
e p = 660 14
0 =110° 8
B4 cos13°8% -
tang 2 T cos 52042 GOt'q."f)‘) 4
log. cos 130 32" = 9°9877708
log. cotg B5Y 4! = 9-8441508
log. 008 520 42! =9 7824643

0 0494573 = ZOJ tcmg

: -2—111:48"”15' 9"39,
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B -4 sini3°8%
wnd g =5 g 5208 |
log. sin 138° 32! = 9-3692363
log. coty 530 &t = 98441508
log sin 52° 42! == 9:9006257

‘ B
9:3127614 = log tang

cotg, bb® 4!

— A

?

2
B4 110 361 40169,
also |
‘ B == 59" 52/ 0/08,
. ~ A = 36° 38/ 38/70.
Ferner ist: ‘
B+ A ‘
. T L
tamg - = —p—— » tang 520 42/
“  cos )
. 2 ;
log. cos " = 98233513
log. tang 520 43! == 10-1181614 |
" log. co‘sﬂ—;é: 99910202 N
oder” =~ : _BEA ‘ ,
¢ sain 3 -
tang s =g . tang 13° 32/
§in ——— L
9
log. sin "= = 9-872808T
log. tang 13° 32/ == 9:3814655
. CBed
log. sin = = 9'3037816
daher C 99504925 = log. tcmg =
also: ‘

_ . e = 83°28' 57 56
Um aber das ¢ direkt zu berechnen, hat man:
- oty @ = tang 39° 10/.cos 110° &,
- log. tang 39° 10! = 9-9109507 .
(—) log. sin 20" 8 = 95368184
94477691 = log. cotg 4, (—)
daher )
o = — T4 207 12152,

E, Sedlaczok, Kompendium d. eh. n. sfir, Trigonometrie, 6
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ferner:
cos 890 104 5in 80 G 12:52
sin 740 20" 120062
log. cos 39" 10 = -8B94765
log. gin. 8% 6/ 12452 = 91490098
" log. sin T4 207 1252 == 99835656
9:0650107 == log. cos ¢,

€08 ¢ —=

daher
¢ = 83° 28’ b7'158,

§. b9,

2.0) Der gegebene Winkel goll der elnen Sclie gegeniiber
liegen, so dass also A, tt, b als bekannt angenonnnen sind,

Da zufolge der in §. 44 gegebenen (3) Grundformel die Sinusse
der Seiten zu den’ .‘:mussen dei gegeniiberliegendon Winkel propor-
zional sind, so ist es nunmehr leicht, den Winkel B3 zu berechinen,
Den dritten Winkel, so wie die dritte Seite, findet man mittelst der
bekannten Neper'schen Gleichungen.

Es kann die Bemerkung nicht entgehen; dass der Werth 73 Iier
zweifolhaft ist, da sin (180 — ) == sin B, man daher mit gleichem
Rechte sowol B, als aueh 180 — B, als den A\\(‘lt('ll ‘Winkel aner-
kennen wird,

Um zn untersuchen, wann B3 entschieden bestimmt oder wann
dasselbe zweideutig ist, hat man:

sing __binA

woraus .
+B

A
tany

atb
tany
T A ‘:_ﬂ}l’_b
tang —5— tany -

Nun aber sind die Diffevenzen '« —0 lmd A -~ B in Bezielmng
auf das Zeichen einander gleich, und es sind, wie diese Gleichung
zeigt, auch dic Summen ¢+ b und A4 B cbenfalls beide entweder
grosser oder kleiner, als 180 Grad. Nachdem nuit I zu bestimmen
ist, so wird man die mdg,hchen lutllc von @0 abhitngig machen
und hat:

1) a4 b < 180°% daher B L 180 - A.

@) Tst o 4. 290, so ist 13 £90°;
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b)ist aber A & 90, so ist fiir > b das B & 90°; ist hingegen
a £, 50 ist 13 unbestimmt.
2) @+ b = 180°, daher B =180 — 4.
a4 > 180" daher B> 1807 — A,

) Tst nun .4 < 909, s0 ist A 90°;

DY st aber 4 %> 90°, 8o ist fiir @ LD dag’ B) 90", ist hmgm(,n

a>b, su ist B unbestimmt. :
Beispiel, s sei gegeben:

4, == H0° 267

a = 60° 40!

b = 80° 20.
Man hat

log. sin A = 9.8869890

log. sin b == 9-9957894
log. sin a = 9'9404091
99403693 = log. sin B. =
Da nun hier B grosser als 4 sein muss, so ist derselbe sowohl
spizig als stumpf und man hat :
| 60" 391 26136
119° 20! 33164,
s sind somit zwei Dreiecke, die den obigen Bestimmungen
entsprechen :

Fm B = 60" 391 261 3()
hat man ;

g cos 700 80° . tang 559 32’ 48”'18
2 o cos 90860 .
sin 700 30, tang 5° 6 48'18
sin 92 50" *

H

Nun ist R -
log. cos 70" 30! = 95234953
log. tang 55 32/ 43118 = 10-1636019

log. cos 9 50' ‘ = 99935723
ferner ) :

log. sin 70° 30t -~ == 99743466

log. tang 5° 6'43"18 — 8:9516222

log. sii 9° 50/ == 92324440

daher St T
96935248 = log. ootg'g,
somit Co @ = 1270261 32074,
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Ferner iste ;-

tang = =
M o T T cas506 48718 . L
__ tang 9050" + sin 550 82 4318
$in 50674318
Nun st - : _ -
~ log. tang T0° 30' = 10 4508513 .

log. cos BB 32! 43118 = 9:7526277 .

log. cos  5° 6143m18 = 99982691

ferner : e ;
log. tang 9° 5O = 9-2388717
log. sin 55 32! 43118 = 9-9162297
log. sin ~ B5° 6 43"-18 = 89498914
daher -
10 2052100 = log tang 2,
somit

Q== 116° 7' 6" 29
I‘u1 B =.-.-‘119° 20' 33” 64 hat man abel

COtg cos 90 50
. sm 700 30’ tang 84927 16-82
o = o sin 90 52 :
Nunp it i "
log tcmg 84“ 53' 16“ 82 = 1I' 0-}83778
ferner
log. tang 34° 27! 16182 — 9'8363981,
daher Bt ST .
- 105783008 = log. coty g,
somit

C = 29° 35! 0182.
Endlich ist. ;.- - G e
e tang 70030, cos 84058/ 1682 .
tang — = :
R cos 34027° 1682
" tang 90 50 . sin 840 53 1682
§in 840977 16/82" y

" Nun st .o ‘
' log cos 840 531 160 82 = 8 9498914

log. cos 34° 27! 6” 82 = 9-9162297
ferner

log. sin 84° 53! 16" 82 = 99982691
_ log. sin 34° 271 1682 = 9-7626277

tang 70030', cos 550 82 48718

— cos 700 807 . tany 840 59 1(," g2
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daher
94845130 = log. tang 5

somit B
¢ === 330 56! 20178,

§. 60.

Twel Winkel und clue Seite gegeben und zwar soll

3. @) dlo gegebene Selte elnom der bciden Winkel anliegen,
somit 4, B und ¢ gegeben sein.

Zur Auflindung aller fohlenden Stiicke hatb man dle Neper'schen
Analogien. ,

Wollte man aber das € direkt berechnen;: so hitte man

cos O = — ¢os A . cos B 4 sin 4 .sin B .cos ¢
welche die im §. 45 gegebenc (4) Formel ist, Sezt man hier
tcmg A cos e = 0otg LA

50 hat man
eos A sin (]) - .3)

008 G = sm -9
Beispiel. “
AR .A.' = -40° 40"
Gegeben- - 700 20!
p 0= 120° 328
Man hat
Y b+a  cos 14080 mny 60016’
[m‘] 2 -— cos 55080 °
b—a _sin 149 50", tang 600 16/
tang —5= = sin 550 80" v
daher '
" log. cos  14° 50! = 9-9852803
log. cos B5°30'= 9-7631280
log. tang 60° 167 = 102432413
log. sin 140 50" = 9-4082539
log. sin 55° 30" = 9:9159937
somit

104753936 = log. tang ~=°
97355015 = log. tang ="

b th= 110290 47063
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Ferner ist

+ Nun st

ferner

129 — 280 320 2687

b = 100° 2 14 B0
a= 42057 2076,

tanJ #50 30’ cos 71029/ 4768

“)tJ‘ 005 280 82 26787
__ tang 14°50%.sin 71929 47-68
a e sm28°3z' 2687
log. tang 559 30' =10 16286.)7

log. cos  T1° 29/ 47" 63== 9:5015543
log. cos 280 32/26/87 = 9-9437305

— log. tang 14950 1 = 9'4229735"
o log. sin TN 29147063 = 9-9769478

daher ,

somit

Unm C direkt zu berechnen, filhrt man die Hilfsgl'ﬁssé B

ein und hat

daher

¢ logi sin 280 32/26/ 87=9 6792320

9 7206894 = Zog cotg =
¢ = 124" 32¢ 36”‘48.

ecotg § == fang 40° 40'. cos 120° 32/
log. tang 400 40° = 9-9340559
(=) log. sin  30° 82= 97058975

9 6399534 = log. cotg 3, (*)
5= — 66° 25/ 12/80.

Endlich ist

Da nun

(—

folgt

also wegen

08 € — €08 40040, cos 460,45 1280
0 T —sinB69257 127780

log. cos 400 40¢ =0 8799634

log: cos 46 &5 13180 = 9-8357779
) log. sin 66° 25 12/+80 = 9:9621344

97536069 = log. cos 0, (—)

c0s (180 — C) = — cos ¢
O = 124° 32/ 36'"44. .

\
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§. 61.

3. b) Liegt dagegen die gegebene Seite dém cinen gegebenen
Winkel gegeniber, so dass 4, B und @ gegeben sind, so wird die
zweite Seite gleichfalls durch das Proporzionalsezen der Sinusse der
Winkel zu den Sinussen der Seiten gefunden und der Werth. des b
ist in der allgemeinen Auflssung abermals zweideutig. Die im §. 59
- angestellten Betmchtungen gelten auch hier; man braucht blos die
gleiéhen grossen und kleinen Buchstaben zu verwechseln und hat
daher folgende Resultate: ‘

fir 4 + B < 180°, wenn @ 2, 90° und
b <90 | - a < 90°
- wem § 4o g
b = 180 — o fiir den einzigen Fall 4 + B = 180°

fir 4 4 B> 180% wenn e _<_ 90° und

“wenn § @7 90%
I ; tAL B
In den beiden anderen Fillen kann b sowohl spizig, als
stumpf sein. ‘ o ‘ ‘
Zur Bestimmung der (bei.d@n anderen Stiicke hat man die Neper’-
schen Analogien. o

b> 90

. Beispiel. |
(4= 80"32
" - Gegeben < B == 110° 12!
ta = 7T0"16',

Man hat . )
sin 709 164, cos 20019

- sin b = — -
‘ . “stn 800 82/
Da nun
log. sin 70° 16/ = 9.9737162
log. cos 20° 12/ — 9-9724310
log. sin 80° 32/ = 9:9940449
hat man ‘

99521023 = log. sin b. . -

Da man nu in den Tafeln fir b den Winkel 63° 34’ 56/"92
findet, was aber mit den gegebenen Grissen im Widerspruch steht,
weil den grosseren Seiten nur die grosseren Winkel gegeniiber liegen
konnen und umgekehrt, hat man wegen -
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sin b —= sin (180 -— )
== 116925 31408,
Zu demselben Resulmte fithrt auch die obey gregebene Zusan-

wenstellung der F Fille, in welchen b grisser oder kleiner ist, als 90

Grad; denn man hat hier 4. ~+ B> 1600 und dazu « < 90°, in
welchem Falle b > 90°, ‘

Zm Bestumnung der ])01(1011 anderen Stiicke hat man:

‘ sm 8020/ 81451 , coly 69 pne

' COLJ 2 cos 280 4/ 3145
cos 8020 81054 , tang |10 5()
= sin 230 8154
daher _
log. cotg., BY 22/ == 11-0271453
log. sin ", 3" 20/ 8154 == 87656498
log. cos 23%7 4 3154 —= 99637829
log. tang. 14° 50/ Co= 9422973p
log. cos . 3° 20/ 3154 — 9-9992607
log. sin 23° 4 31”'54: 95932225
somit L

9:8290122 = loy. cotg -
O = 111° 59’ 49 10
Ferner ist -
c sm 50 22, coly 80 20" 31134 -

tang - - cos 140 By
cos 50227 tang 230 4’ 811,51
- sin 149 50
daher :
log. sin BY 22/ — B8-9709468

log. cotg. 3° 20 3154 == 11-2336110 *)

*) Wenn man grissere Tafeln ]1"1[: in welchen (i die ersten Grade

die Sinusse und Tangenten mcht von 10 zu 10 Sckunden, ‘sondern

z. B. von Sekunde zu Sekudde Im‘tsdm‘ltm, wird man in diesem

Falle am besten thun, den Logarithmus fie die Tangente des

Winkels aufzusuchen und davon  die dekadische Iulgdmung 2z

bentizen, ‘Will man aber .die Genauighkoeit der Rechanng nicht aul’s

Hochste trml)t_n 50 k()nntc man natirlich vlel bequemer den zu

" siichenden Logmllhmns aus den belden bereils oben gefundenen

" 8inus- und Kosinnslogarithmen desselben Vinkels dureh Subtrnk-
zion erhalten. ' o
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log. cos 149500 = 9-9852803 ©
log. cos  B° 22 = 99980921

" log. tang 23° 4 31/°b% ~= 9-6294395
log. sin  14° 50’ == 94082539

somit
02192776 = log. tang =
¢ = 1170 46 2197,

Tis sei noch nebenbei bemerkt, dass man sich zur Aufldsung

dieses Falles auch folgender Formeln bedienen kann
cos A, siny

N Y S
sin (C — $) = T
WOz ‘
coty ¢ = tang B . ¢os a,
ferner ‘
; sin (¢ — ) = coly . A .tang B . sin ,
wozu

tang \L = c0$ B tcmg a.
Man hiitte also:
© (=) log . coty 20° 12/ = 10 4342367 o
log . cos T0° 16/ = 9.5284577
o 9626944 = Zog cotg ¢, (—) ‘
und wegen'
- cotg (180 — @) = — cotg ¢ -
¢ = 132° 32/31"- 87,

ferner ‘ .

Zog cos 80° 32/ = 9 2160967

log . cos 42° 32/ 31/87 = 9-8673377

(=) log.sin 20° 12, - - = 9'5381943

95452401 = log. sin (€ — o), (—)

und wegen . S
— sin (€ — ¢) = sin (¢ — 0)
o — O = 20° 32° 42764,

daher

¢ = 111° 59/ 4923,
. Um endlich ¢ zu bestimmen, hat man ferner
(=) log . sin 20° 12/ = 9-5381943
log . tang 707 16' = 104452585
9-9834528 = log . tang , (—)
und wegen tang (180 — ) = — tang
Ly =130 b 28,
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 Esistauch
log . coty 800 32/ = 92220518
(=) log , cotg 20° 12/ = 10-4342367
log . cos 46" 52853 = 9-8410538
9-4973423 = log . sin (¢ — ), (—)
daher ‘
$ — ¢ =18 19 650

und
¢ == 117° 46’ 22103.

§. 62.

Ds seien alle Winkel gogeben und alle Seiten zu finden. Hiezu *
hat man die §. 46 entwickelten Ausdriicke fiir die Kosinusse und
Sinusse der halben Seiten. ‘

Beispiel,
‘ ' A = 100°
G‘regeben "B= 80°
C’ = 969
Demzufolge ist
S = 138°, log. cos S == 9-8710735 (-)

8 — A= 38 log. cos (S — A) ==9-8965321
8 —B= b8, log. cos (§ — B) = 97242097
§— 0= &, log. cos (8 — O) == 98710735

log.sind: & = 19:9933515
log. sin B = 99933515
log. sin C - =9'9976143

‘soniit . ‘ a
9-8021587 = log. cos 3

9:8883199 = log. sin
9-8883199 == log. cos
9.8021587 = log.

<o
o
&

[
(=3
o

- 9.8170194 == log.
98777220 = log. sin

wlia e ] o Wioe R

und endlich
‘ o = H0° 38 4788
b = 39%21/ 1212
¢ = 48959 2843,
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8. 63.

Anﬂibq\mg rechtwinklichter sfiirischér Drciecke.
Ts-ist bekanntlich:
008 ¢ ==cosa.co8b 4 sina.sind. cosO
sin ¢, cos BB ==sin ¢ .co8 b — cos a . sind . cos €
sin ¢ .cos A ==cosa.sinb—sina.cos b. cos O,

ferner
§in a sin b sin ¢
sinA = sinB ™ sinC
endlich
008 4 = — cos B .cos C 4 sin B . sin C.cos a
cos B = — cog A .cos O+ sin d.sinC.cosbd

cos. ¢ = — vos A . cos B 4 sin 4 . sin B . cos'c.
Sezt man in diesen Gleichungen €' == 90° so wird ¢ die Hypo-
thenuse und man hat, wegen cos ¢ = 0 und sin ¢' = 1, folgende
zur Auflosung rechtwinklichter sfirischer Dreiecke geniigende acht

Gleichungen:
c08 ¢ = c08 & . 08 b

sinc,cos B=sina .cosd
sinc.cos d=cosa , sinb
sin a = sin 4., sin ¢
sin b == sin.B. sin ¢
cos A=sinB. cos
co§ B = sin A.cosd
cos ¢ == cotg A .cotg B.

Im “Falle, wenn eine Kathete und der gegeniiber liegende Win-~
kel gegeben ist, ist es, da die zweite Kathete nur durch den Sinus
ausgedriickt ist, zweifelhaft, ob dieser Sinus einem spizigen oder
stumpfen Winkel angehort. Wenn also die :Aufgabe nicht doreh an-
dore Angaben nither bestimmt ist, so muss dieselbe fiir beide Fille
durchgefithrt werden. .

Fiir anderweitige Falle wird erinnert, dass der grosseren Seite
stets nur der grossere Winkel gegenitber liegt und umgekehrt,

A

§. 64

Der Legendie’sche Saz zeigt, wie man die Korrekzion der Win-
kel findet; wenn man zur grossen Irleichterung der bei praktischen
Vermessungen vorkommenden Rechnungen an Stelle pines sfirischen

+
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Dreieckes ein ebenes einfithrt, dessen Seiten wechselweise dicselbe
Linge, wie die Bogenlnngcn der Seiten des Sflllb(,llcl] Dm(,kos
betriigt. :

Es sei also das sfiirische Dreieck 4 B¢ mit den Scitun B q,
AC =10, AB = ¢, dann den Winkeln BAC = A, ABC == = I3,
ACB = C’, $0 ist aus der sfirischen ’l‘ngonombtno 1)Lkdllllt dass

cosa==cos b .cogc+ sinb.sinec. cos 4,
woraus

cosa—~— cosb. cosc

cog A = - ;
sind . sinc

Da bei praktischen Messungen die Sfire dos gemessenen Drei-
ccks, selbst wenn sich die Triangulirung auf 15 Meilen erstreckt,
nicht mehr, als einen Grad betriigt, so kann man, wenn man in obige
Gleichung fiir cos A die Bogen cinfiihrt, jede Potenz, die grosser als
4 ist, vemachldsqgen und lmt Behufs der Substituzion:

cos =1 —% +

P s 1
smb l‘)—f‘%,

w. &, f., daher N o
a ah L e ot
| (Y i Y A SR — f — 2 4
T ( g T 24> ( 57t 24)

008 4 = % g
b_‘_ C— —
=%5)(-%)
R R SN R TR P U L
B 2 Y o1 ( et 3 tut )
= YY) 3 ;
bc-—-.‘i_ﬁ.
o : 0
b4 ¢t —a? + abh— bt —ch Dt
. 2 i 24 B
= 2 D ?
be /1 .._.g._+._e_ e it
\ 6
daher ' 2 ey
« Pk Pl bbb BPeR\ [ By
bC-.Cos.A.—-"—< 9 + 24" —- 4)(1_ 6 >_‘-
b’é'+ c? — al ah — b% — ¢t bt c? b+ Cl\*
"‘( LA TR ><1+ ) )

1]

: . ; : TR |
. 24t 2 4 ot
. *) Duorch Multiplikazion mit <i +,b '; ¢ (1 + b Z i ) ,  Wodurch

natirlich der Ausdruck derselbe bleibt, Man hat
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daher also
b2+t —al a"+b’*v+c“—2a2b“‘—2a"c'5——2b20"

2 be. + 24 be

Denkt man sich nun ein ebené‘stféieck A, B; C; mit den Seiten
B, 0, = a, 4, C, = b, A4, B; = ¢, so ist bekannt, dass
D+ ¢?—a®

2 be >

“eos A =

cos Ay =
daher
cos A = cos 4, +
Nun aber ist auch
cos® A = a"+b‘+c’r—-2a‘!b’—2aic +2b"c2
‘ T 4 4% c?
daher auch
1—cos* 4, = smz A,

daher

ahp bl — 24Tt — 2 g% ¢ —2 b7
‘ 24 be )

H

402 ct— (a’*+b“+ e +2 (@bt a’ct —b2c?)
g0 ’

besin®A,. i - T o
—
Ist nun A = 4, + o, wobe1 der Winkel o seln klein 1st, 50
kann man alle hoheren Potenzen, als die erste, : vernachlissigen-
und hat: '

o8 A = cos d; —

' cos A = cos (4, + o) = cos A, — @ $in 4,
- wobei also
L b
‘ o= . 8in A,

Um den Eldhalbmessel ¢ einzufithren,. wud man auch ftir
die Seiten des ebenen Dreieckes andere Bezeichnungen einfiihren

und zwar: ' SRET
o
@& = —,b::‘E,c:Z,
‘ ] 4 e
‘daher : :
. B
bp =i .

. 1_‘_b’\5“+ c? ,_l PR e i kS YR bz+ cl)2 —~1
' e 6 '—
daher wenn auch hier alle vierten Potenzen und “die Produkte
. jener. Grossen, von denen die Summen. der Potenzexponenten

,.ebenso hoch :kommen, als verschwindend klcin,, weggelassen
werden

/l+l’ +c?)31'__((ﬂ+c2)2 1 1 1,9.,.02
6 B T geht
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und
. By
[
® = sin 4,,"
By _sinAd,.
con T
o Gt el ; (fur Sekunden)

die Korrekzion fitr den kael A
Ebenso erhilt man

x' = G sin By,
a7t sinB
X = T sml’:’ (in Sekuuden)
als Korrekzion fiir den 'Winkel B, und endlich
[ iﬁ !
\L i sin C,,
. ccl3 smO
— in el unden
\l’ T o8pt Cosindn’ (1 Selk de )

" die Korrekzion fiir den ‘Witkel C.

Da nun aber
{arysmA = dy. smB =upsinC =24
gleiel der doppelten Fléche des ebenen Dieicckes ist, hat fan -
A ;
Sptsim 10’

CFTEENT

Da aber, weil das Dreieck wm den sfirischen Exzess E ]\0111—'
girt wird, die Summe der Koit ekzmucn del drei kael den sfiiri-
schen Exress geben musg, ist : {

~¢+x+¢

A
P" s’
Sezt man nun statt A oblge Werthe, so folgt:

__Brsind, &y smlB‘, o f sin C,

~ 2 pZsin L4 = 202 sin 11 =2 ptsinin’
wobei &, g, y die Seiten, und der zu jeder Zweiung gehorige Sinus-
faktor, den Sinus des von diesen Seiten eingeschlossenen Winkels, im
ebenen Dreiecke bedentet,

daher auch

- 'Wie ‘man leicht ersieht, sind che oben entwmkelten kael—
kouekzmnen niclits Andéres, als der dritte’ Theil des sfirischen
Exzesses. Hieraus folgt also, dass wenn die sfarischen Dreiecksseiten
gegen den entsprechénden Kugelhialbmesser sehr klein sind, man ein
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. ebenes Drefeck. von gleich grossen Seiten atf die bereits bekannte
Weise substituiren kann. Dass dieser Saz blos approximativ richtig
ist ind wm so unrichtiger wird, je grosser die Quozienter aus dem
Kugelhalbmesser in die Dreiecksseiten werden, versteht sich wohl von
selbst — und weil nun die Drefecksseiten ungleich sind, ist auch die
gleichnitissige Vertheilung des Kxzesses nicht ganz richtlg, was
Delambre zuerst bemelkte, abel erst von Faber vollstindig gelost

wurde.
§. 65.
Legt man dm ch zwei einen sfauschen Winkel C b1ldende Bogen
ACund BC ver tikale Dbeneu zieht die Sehnen, und aus dem

Scheitel Cdie Tangenten:
der Bogen, so werden so-
wohl diese Ebenen ein-
andet, als atch die Chor-
den und die vom Sclieitel
ausgehenden Tangenten .,
der Bogen schneiden.
Schneidet man nun so-
wolill die Bogen, als auch
die Chorden aus C durch
eine mit einem beliebigen
Halbmesser beschriebe-
ne Kugelftiiche,, so wird - . |
die -Ebene, in der die
Chorden liegen, sfirisch
begrenzt und man er-
sieht, dass sowohl der

" durch die beiden Tan-
geuten gebildete, als der
darch die Vertikalebenen bm .2, entstandene kael dem urspriing-
lichen sfdrischen Winkel gleich sind, weil dieselben glewhe Bogen
zum Masse haben.

‘Es werden natiirlich auch die Stiicke de1 Vertlkalbogen von
dem Punkte, wo sie sich selbst schneiden, bis zu jenem Punkte, wo
sie durch die Tangenten der lorizontalen, urspriinglichen Bogen
gesclinitten werden, gleich und jeder 90 Grade sein.
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. Nun folgt aus dem sfirischen Vertikaldveiecke, dass zwischen
dem zwischen den Chorden eingeschlossenen Bogen abd und dem
sfirischen Winkel €' ein gewisser Unterschied 3 (die Chorden-Re-
dukzion), besteht; das heisst :
b= C -y,

ferner sind die Bogen .
T ra=90 4
 2b=90 4 ¥,

daher nach Formel (1), Scite 70
c0s (C — y) == cos k cos I/ cos €'+ sin o sin I/ ==
o == ¢os Ccos y + sin € sin y.

‘Wegen: ’
sy =1 — 25_2'7125
ist : \ :
cos O —~ 2 gin® gcos C + sin Csin y == cos h coékh’ cos C 4
+ sin. I gin .
Da nun y sehr klein, folglich sin % ==0gesezt werdenkann, folgt
nach geschehener Redukzion: '
Ceas hocos b — 1) cos O sinhsinh'

sin Yy = -
sin C
und nach gehiiriger Transfmma.zion *) o
g REL o P h’
szny = lang —sm 5 cot_/ —sm -

*_) ‘Wir wollen unseren Lesern zu Hilfe kommen. a
Es ist

1 —coshcos b = 1 coskcosh’ sinh sin b 11“ cos h .08 h
5=

2 2 2 .2
sinhﬂsin h - 1— cosg(h -+ 4 + 11— cos;h — U ) =i n" 3 +h

h=l [ o bk I h—h 1 bl Ii—h‘ .3
+ sin? = tsin . sin — stn. —
" 2( 2 2 ) +2< 2 )—

=

v —-2\‘/sin'z lg cos* ]i' +cos? -]—L‘sinz Lt
\e BT 8

(hher also

(cos hcos b — 1) cos C + smh sinl' = sin b'sin h —

I8
2

Il

' ' o\ 3 o
-—-20030 sm-lws +cos- sm-’ —“sm—cosl.).szn casi. .
\ 2 2o 2 g 2 2R

L o [T T ‘o [N
— 2 sm"’ cos? E 0§ € — 2 cost = sin? ]L €0s C’= :
2. 2 : N e R

: ¢
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Nun aber ist
. . /
8171 y” =3 .7/ 81 1’ *),

daher , b B
tang ,0 sin? bt coty c sin® ———
Q9 2
y= - - .

sin 1’ e
Iis seien nun die Sehnen B ¢ = R und 4 (= L; denkt man
sich nun aus dem Mittelpunkte O der Erdkugel auf diese Chorden senk-
rechte Halbmesser, so hat man, da fiir den
Erdball alle in nicht zun grosser Entfernung
von einander liegenden Hallmesser als gleich
angesehen werden kinnen,
Halbmesser p == =2 L' _
sin C'0u 2 sin COv
daler
svfn—qo-l-):g, sin 24 _L .
2 2p 2 2p
Da ferner 2, BCO = 180° — OB und
wenn diese Figur mit der vorigen (Seite 95) £
in gehorigerVerbindung gedacht wird, natin- @
lich der Winkel, welchen m(’ mit CO bildet, gleich 90_" sein muss,
weil die Tangente des Bogens in ¢ immer nur senkrecht auf dem

. . . . coB - .
Halbinesser sein kann, soist auchmCOB =90 — BCO — i daher

e o

~sinC / h W Lo hNe
= (! — cos S — oy~ + cos Zsin - | —
SinG( L €os €y e e 2 2) .
‘sin C' ) ' 2
- = (d++cos ) (sin % cos ’L — cos Bsin ¥ =
sin ¢ FREE N Y A

' b &
= sinC (mny C g M2V coty C sin® '_"..)

; 2 2 2 2
#) Dle Formel

: Csin @ =g . sin1v ’
findet, wenn mau cinen Fehler von Einer Einheit in der lezten
Dezimalstelle nieht l)erﬁck‘sichtigt, '

bei einer Genauigkeit von 10 Dezimalstellen bis &'/, ‘

» » » » 7 » ; » 180" = 8,

» » » » 5 » » 1800 == 80",
und bef dieser iezten Genanigkeit, wenn man sich in der lezten
Dezimalstelle sogar einen Febler von zwoi Einheiten erlaubt, seclbst
his 8600" = 60' = 10 und dariiber noch volle Anwendung. In. 10
Dezimalstellen hat man . ‘ ‘

e Tog, sin 1" = 46855748668,
E Sedlaczok, Kompendium der eb, u. sflir, Trigonomotrie, 7
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OB =29 .mCB #.2 L
€04 =2 ,n04 =21
man hat also

| R L
ey —_—— [,
sin h = % sin b = %

und da /i und 2/ sehr klein sind, hat man auch

R L :
e ——— d = = y !
’ 2 p sin i u h 2psin 1
daher : ‘ ‘ o
Bal, R+L . ~ ol
-2 T apsinl” ‘ '
h—k  R—L
: . 2 . dpsintv . y
und ‘ : N
, ’G+h - R+ I,
e
szut——h -—R-L
. 2 ip :
somit

(R + L)? tang % - (B -—'L)’ cofy % i

Y = o
J 16 p¥sin 17 7

die vom sfirischen Winkel ¢ abzuziehende Redukzion,
Um nun diese Formel ftir den Gebrauch bequemer einzurichten,

wenni namlich der sfirische Exzess bereits bekannt ist, hat man
ferner:

R . c
y= 169"sm L"g( 2+2RL+L)tang

2 — -z _
(R -2 RL + I cot_] TPOYT 3 B (ta/ng

— cotg ) + 2 RL (tcmg + aotg >+ I? (tang —— aotg x

Wegen ’ ‘ :
1 cos C ¢ . i+cosC
tang sinC:- » 00tg ° “snC
aber ist .. T S S '
C C
tang--2 — ooty <= — 2'cotg C

tcmg + GOtJ 2 B sin 0
dahel also . L :
: 1 RL (R2 + 17 coty 02

4p"sm Vilsine R

Gindaneiun T e e s iR ol s
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Da nun zufolge des Carnot’schen Sazes
CR*4 L = K® 4 2RL cos C,
wo fiber die Bedeutung des K'kein Zweifel sein kann, so folgt ferner
! ‘4~ ( RL  (K%+ 2 RLcos C)colg C
gsm c ; 2 g

y= 4p*sin i
oy

4 gtsinie gsm C
dahel endhch

' K? coty )
(1 — cos® €) — —2~—~§

RLsing K?enty C
4psintt 8 pRsin i’

y =
in welcher Formel, wie man leicht: e151eht das erste Glied den hal—
ben sfiirischen Lxzess bildet.

Beispiel. Ein wnkhch gemessenes Dreieck auf der Erde ist
das Dreieck mit den Winkeln
S = 620 521 47“ 2+
W—— 599 45! 17155
‘ R = 57" 21 55"-80.
. Bei der sfanschen Auscrlemhung des tngonometnschen Nezes
wmden d1e Winkel und zwar

S um 4 0136
W [} 0” 34:
R , —0m6l

verbessert, so dass die ans den sfirischen abgeleiteten ebenen Winkel
des Dleleckes folgende waren
8 = 620 52! 47160
W = 59° 45! 17v-2] T
‘ R =>5T" 21! 55119, /
I‘ndhch wurde die Seite BW == 1682534 W1e11e1 Klafter,
odel bessel log. .RW— 42259638 abgeleitet. 5
“Wir wollén nun zuerst den sfirischen Exzess mitteélst aller drei
Winkel und daun die Chorden Redukzionen berechnen , -um sod'mn
dieses! Dreieck sfirisch aufzulosen. Da man auch die beiden anderen
Seiten kennen muss, ist eine vorliunfige Belechnuncr des D1 elecks
nothwendlg, woza man hat: ‘ o
log. sin 8" = 99494158 -
log. sin W= 99364522
log. sin R = 9:9253772
und daher in zusammenhingender Anschreibweise:

T *
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. log. WR == 142259638
- Compl. log. sin 8 == 0-0505842
Aogi-stn’ W= 99364522, . .=
C . log. SR = 42130002
log WR + Compl. log. sin S =% 2765480
D - log. sin B = 9:9253772
: log. SW = £2019252, -
Zur Berechnung des, sfirischen Exzesses und der Chorden Re-

dukzion, werden gewohnhch d1e Glossen

und‘

log. (2 p* sin 1“)\ - 196173

log. (8 ¢* sin 11) == 1-35968"

als additive Xonstante behandelt.

Berechnung des sfzirj;cl}qn"Ex:zés‘séé"mittelst des Winkels

. s w  m
3 T 421300 422596 422596
Logmthmeniwewr Seiten -, 4201%' "4,-20193 421300
Log. sin. descmoeschlosq Winkels= - 9:94942 * 9-93645 v'9‘92'538"‘
log. Constans ., . . . . . , L= 1-96173 1:96173 196173
log. Bxzess. . . . . . . . .= 032608 032607 0‘326Q7
daher . ey
SR EBaress = 2119,
Chorden Redukzionen der Winkel‘ o
' S w R
Doppelter Log. der Gegeuselte—- 845193 842600 840385
log. cotg. des Winkels . ; . . == 970941 976572  9:80644
log. Constans. . . . . . . .= 135968 135968 1:35968
log. des eiuen Gliedes . . , . = 952102 955140 9-56997
Glied , : el o= . (0332 0 356‘ . 0872
Halber sfamscher Exzess coo==,. 1069 ..1:069 - . 1-059
Chorden Redukzion.. .. ... = .,07727> 0703 . 0'687.
Probe der Redu’ zion R i
fiir 8 O 73 S
w WOT0
. B-069 .

Exzess 2 12,
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. Es ist ‘also das’ sfansche Dreieck folgendes:
S 620 521 48133, log.sin8 =9 9494166

W 59" 461 17191, log. sin W== 99364530
R 57 21 55" 88, log. st = 9-9253781
Summa 180% 0! 212

daher .
aLx =000 0! 1106, log.cosE = 47108808

5—8 =270 7112"73, log. cos (E 8) = 9:9494155 -
3— W=30°14 43“ 15, log. cos (X — W)= 9-9364517
£— R =32°38" 518, log. cos (5~ R) —9 9253767
‘ Mem exhétlt gomit’
73992326 = log. sin ng‘

73862689 = log. sin *2‘

7-3751939 ==1log. sms—?’ “
Da nun bekanntlich fiir kleine Bogen
sipn = . sin 14 . -
auf welche Art auch oben log. cos 90° 01 106 = — log. sin. 1106
gqfunden wurde wnd .Iman zuuch die belelts ber euhneten, Jezt noch
unbekannten Bogen des Dreleckes durch Subtmkmon von.
zOg sin 1t = 46855749 ‘
in Sekunden bestimmen kdnnen und hat ,

2 7136577 = qu

Linss

o SR
2 7006940 __Z,oq 5
2 6896190 = log. Szw
daher
%2—517“199-—8'37“ 199 -
,j“SR 501”989—-—-8‘ 21” 989 v
%}"f — 489 349 =8 o 349 -

‘dsher endlich
| WR=17'14"40

SR =16’ 4398

B W = 161870, ~
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Wollte man nun' die’ belden anderen Semen bestimmen, so
hatte man ; ‘ ‘

o _501'989,,,1"{
‘SR“' WR 517199 °
' ‘ 489:819
SW=WE: B17- 199°

wobel' WR = 1682534 Klafter als: beka,nnt vorausgesezt Wn'c'l Es
ist also i

SR — 1633052 Klfty. -
SW=15919-34 Klftr

Um nun aus diesen Angmben und Berechnungen die Grdsse
eines Grades und den Erdhalbmesser: fiir-diesen Theil der Triangu-
lirung zu berechnen, hat man, da WR = 1682534 Klftr., welche
sich auf eine Ausdehnung von 2.517199 = 1034398 beziehen,

-fiir den Bogen von

o amnn 1682581
PP= 3690 1034 398 Klft
daher ‘

log. arc 1°\-— 4 7675786
T ape 19= 58556 97 ‘Wr. Klfn
* Da'nui fetner der halbe grdsste KI‘GIS der Erde, der duz ch che
Punkte WR' du1chgeht o
o= 180 58556 97 ‘
Klafter betragt so folgt. der Erdhalbmesser e

o= 5-89 . 58556- 9'7

daher .
Zog p = 6 5257012

. ¢ = 3355067 Wr. Klftr.

8 66
Stiirische Polygone.

* Da die Fliche des sf‘arlschen Dleleckes beka,nnthch
——(A-I-B + C’ 180) 180"‘

so wird die Fliche P eines sfauschen Vleleckes welches aus n
Dreiecken besteht, b

—(S—~ 180n) 1805

sein, wobei § die Summe’ aller 'Winkel' dieser Dreiecke bezeichnet.
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Da nun aber jedes Pblygon eine so]che Dintheilung in Di éie’cke zu-
gonsorenze bezeichneten Fliche existirt, welcher mit den Pélygons—
ecken verbunden, eine eben so grosse Anzahl'Dreiecke als Polygons-
ecken gibt, so ist klar, dass sich § in die Summe ¥ aller inheren
Polygonswinkel und die Summe aller um diesen einen Punkt hegen— ‘
den; Winkel == 360° zerthellen Iasst somit .
§=3 4 3600,

NI
RS RN

Es ist also

P=(Z + 360 — lson)i’—-—_:[z— 180 (n — 2)]+=m T8

wobel sich —0 nur auf die Verwandlung des Boaena,usdluckes und

r* auf den Kugelhalbmesser bemeht

, - : § 67. v ‘
Auch bei sfarlschen Polygonen gilt der Saz, dass , wenn Jedel
Po]ygonseckpunkt mit einem auf der Kugelfliche, jedoch ausserhalb
der, Polygonslinie, aber innerhalb der Polygonsfléche, hegenden will-
kiirlichen Punkte verbunden wird, die Produkte ans den Sinussen der
gleichartig, liegenden inneren Winkel an den Polygonséckeh, den Plb—
dykten aus den Smussen der a.nderen unter sxch ebenfalls gleichartig lie~
genden inneren kael an den; Polygonsecken vollkommen glelch smd

§. 68. R R
L Um zu untersuchen.,’ wie viels gléichs 1ege1masswe sfarische
’ Viélecke 'atif 'dey Kugelﬂa,che denkbar sind, bezelchne @ die Seiten=
zahl eines Vleleckes, y die" Anzahl'der um Ginen Punkt liegenden
Winkel, tendhch #"die. Zahl ‘der Vielecke, ‘so 1st kraft des Obwen
P=2% — (m——Z)qr f

wobei der. Halbmesser gleich Eins veistanden wird; daher
Kugelﬂache = g {2 — (m —~2) qr} =4

a,lso ;‘erE ; U '
B ST L 2:.,— o (a; —2Y ar
Ist ferner ¢ dex Polygonswnlkel, 50 ist
daher 2=y
=t
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Da -ferner :
N gy=2m
ist auch

o2 45 (®—2)
: —=—4 T
: : y  @x-. O
woraus . : o ,
, i
z_

20— (@ — 2)y
Da nun unmdglich’ weder @, noch y, noch” z Kleiner- als 3
sein kann, so folgt: :
22> (x—2)y-
Nun ist fir @ =3 das y <6, ‘daher y nur die Werthe 3,
4 und 5 annehmen kaun. »
Das Uebrige iiberlassen, Wn unseren Lesem ’

§ 69

Zum Schlusse sei es uns’ noch erlaubt, zwei bei praktischen
Tl)angulnungen héufig nothlge Redukzionen zu belulnen '
 'Nachdem man bfters nicht (11e Achse, sondeln nwr’ eine der
beleuchteten Flichen des entfernten Slgnales in ilirer Mitte poln-
tiren kann, ist ersichtlich, dass der beobachtete Wlnkel ent\veder
zu gross oder zu klein ausfillt; je nachdem - chese Fliche vom
zweiten entfernten Slgnale, (welches it * dem ersten’ und dem
Signale am Stardorte - das Dreieck bildet); ‘mehy “emtfernt oder
diesem n#her zugewendet ist. ;.

. ‘Die Aufgdbe der Achsen-Rcdnkziou besteht in der Ermittlung
des wahren Winkels und zun#chst darin, zu dem: beobachteten
Winkel ;‘A_l’,‘je nachdem derselbe grisser oder kleiner ist, gls der
wahre Winkel, eine Grosse 3= zu addyi};ep,‘ damit man den wah-
ren Winkel 4 erhilt.. '

Zur Bestimmung . dieses 'kaels &z w1rd der Visirstrahl R
so lange verléingert,:bis er di¢ auf den wahren Kollimazionspunkt
C konstruirte Senkrechte schneidet. - Bezeichnet man nun ‘die
Grosse dieser Senkrechten durch »-und die Seite des Dreieckes

A /”T’T’// i v ﬁcv
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vom: Beobachtungspunkte 4 b1s zum . a.nvxsuten ‘Punkte durch: B,

SO h&t man' TRt ST R L SR R !
' 7 . ‘ .

§in o == =
und ‘da @' stets nur wenige Sekunden betrigt: o
PRI S [ T ' R ‘1" ‘, .» e ".
 PFE R
und endlich B B T SR e
. L EIRE T v
A_____A/ iR zl“‘.L.“‘ [i: ol
+ Rsmi” S I R
, § 70

' Beﬁndet man smh mcht in der Lage das Beobachtungs-Insh u-
1nent i die Achse 4 des’ S1gnales aufzustellen, so ist eing Reduk-
zion des beobcwhteten kaels auf das’ Lentrum nothwenchg ,

‘Es sel nuti der Ausstellungspunkt “A?umd -von “der” Achse

des Signales entfernt; ferner bezeichne man den zu bestumnenden
wahren Winke! durch «f und den beobachteten Winkel durch «”,
ferner den WinkKel, welchen die Visirlinie (aus dem Standpunkte
des Instrumentes) mit dem Absigan:d_e‘dAblld;et,,dgr_‘ch, Y, dann: die
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Winkal, "welche die ‘entfernten’ Stzmdpunkte Biind ¢ Sowoh! “mit
dem wahren als mit dem eigentlichen Beobachtungspunkte bilden,
durch g’ und ¢’, 50 betmgt die Grosse des dem Abstande d ge-
gentiiber liegenden kaels y , welchel durch das Schnelden der
(rechts liegenden) wahren und der (lmks hegenden) beobachteten
Dreiecksseite gebildet wird, . -

y=a +B=u" v R

wie man auf den ersten thk ersieht.
Es ist daher
. /""u”'l'(‘Y - @/)

Smd ferner R und L die Seltenlangen des beobachteten Drei-
eckes, welche den kaeln be1 B und ¢ im Dlelecke gecenuber lie-
gen, oder mlt anderen Worten le Entfernuncen von der Achse
des, Slgna.les am Standorte blS Zu ‘den, entfemten Slgna.len, $0 folgt

i dsm(m“+y)
smry —R
‘ R dsing
Lo s smp’—' 7

urid’ we11 g1e1011fa115 di¢ ‘Winkel 'y und ‘a* nur sehr klein $ind
P d. sin (u”-\—y)

Y = TR.sint"
8l = d.siny
L. sint"

und man erhilt endlich durch Substituzion dieser Werthe in obige
Grundgleichung: :

Y + d sin (o + ) _ siny .
sin 1" R L
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Grafische Darstellung der Ellipse, und Bestimmung der Kriim-
mungsmittelpunkte, durch senkrechte Koordinaten.
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Ww wichtig die Konstrukzion, eine1 , -den Zeichner sehr hiufig be~
scluiftlgenden Figur der Ellipse ist, bedart keiner Errterung, "Wohl
sind viele Methoden, Ellipsen grafisch darzustellen; ‘allein _]ede
hat mehr oder weniger Beschwerliches und Umsténdliches an sich
— und es lasst sich keine derselben auffinden, welche mit Nuzen eine
allgemeine Anwendung hat, obschon nicht zn ldugnen ist, dass
jede ihre eigenen Verehler hat, die sich nicht leicht bequemen
eine andere, wenn anch in speziellen Fllen, geelgnetele KOnstl uk-
zion anzuwenden. Da nun selbst die einfachsten Methoden zur
Zeichnung dieser Kurve duf eine gewisse Differenz zwischen der
grossen und kleinen Achse beqchunkt sind, s0 smd gewlss bessele
Konstrukzionsmethoden Bediirfniss.

In dem Nachfolgenden werde. ich ‘die Methode meines loch-~
verehrten Lehrers, des k. 1\ Professors der Mathematlk in Wlen,
Dr. Karl Leopold Schulz und Strnssnitz'ki (geb. amn 31, Mirz 1803
zu Krakau, gest. am 10, Jum 1852 zu Voslau bei ‘Wien) = ent-
wickeln, welche sich durch Genauigkeit und Einfachheit der Kon~
_strukzion vor allen ubngen bele1ts -bekannten Methoden aus-
zelchnet ‘

* Nenmnt man defi $pizigen Winkel, welchen ‘der Radxus ¢ 1rgend
eiries Punktes der Ellipsé mit ‘der Abszissenachse’ bildet’ 35" f’erner
den #usseren (stumpfen) Winkel, den die Tangente desselben Punktés
der Lllipse mit der Abszxsseuachse blldet ¢ endlich- # die Abs-
zisse, y die Oidinate dieses Punktes ; @ die grosse, b die kleine
Halbachse und ¢ (den Quozienten ahs dem Stiicke vom Mittel-
punkt der Ellipse bis zum Brennpunkt. in die grosse Halbachse,
das ist) die Exzentrizitit, so hat man fiir das rechtwinklichte
Koordinatensystem, . in - -‘welchem der: Mlttelpunkt de1 Elhpse als
Anfangspunkt der Koordinaten gilt: oyl

Z==p, 0083
und L
Ly =g cein g,




_ denn es 1st
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Substituirt man nun in diese quadrirten Ausdriicke den:bekann-

ten Werth -

92 J— b‘l + 02 w‘l,

50 erhélt man \

' b% cos® 3

"I ] 2 2 2 2 mm e—

@ =% cos* 3 + ¢ &" cos S= Ty - .(1)

und T
‘ L ibYein?@l i

r Y
’ . _‘_"“”923 L
Ebenso xst e f; Ca T
s ‘my .
| i 02‘2 ! L

'glelch del Oldmate, getheﬂt dul'ch dle Subtzmgente dleses Puuktes.

der Elhpse daher. .

‘r§‘r R A b P R \‘v N

Lt zy
Nt TR tang(p az—a;ﬂ," ;
Sezt man nun d’LS aus del‘ Glelchung der Elhpse bestlmmte
gt BV ‘
T
in den AllSdlllC]\ ﬁu tcm J @ ¢ so hat man
. . ',.,r RS P tcmgq; —-;—; R L TR L ELR S e
daher* 1. ctebie R L L ER I ‘
Lttt e t b*m‘;
B Lo :
g° g = prge:

.. Fihrt:man nun . statt des Quadrates: der Tangente emmal das
Quadlat des; Sinus ; ~das andere Ma.l .das Quadlnt des Kosmus em,~

so hat man: U o
b‘*w"‘ o I)"w2

Tion )
- 8intitn= '
" 90 ‘kw/, y‘l L + b w “‘.['-'f’z*,b“,‘f’z
o ) atyz A
und oL e St e R TR I
g L i a"‘y" -
) - 005 (P ahyz*_b/’wl oo i o

Addxrt man; nun zu dem dulch ‘at, multlphzlrten -quadrirten’
Werthe des Sinus, den durch.b® multiplizirten), quadrirten Werth
des Kosinus, so erhilt man: .. :
w? b (B2 0 + a%y?)

* sin® + b ?0?‘\'.?,;
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Nun aber ist in der. Glelchung der Ellipse: © .. o onst I
. o : ab"——-b‘m +“J,w: e Lo
daher TR AP
und wenn man in den zweiten Theil dieser Gleichung das sin® ¢
“einfiihrt, 80 erhélt man

a* sin® go+ b cos® ¢ ==

2 aksin® ¢
a* sin® ¢ + b*cos® ¢ = =

woraus

atsin® g .
'mz“‘-2~2‘ ® cos? o’ -""(3)
at sin® ¢ '+ b*cost ¢

ebenso folgt durch Einfiihrung des Kosinus

b% cos? ¢ (4)
3/ Caisint g+ b%lcos?yt o0 0 T

Ist nun fir einen Punkt der Ellipse 3= 45° und fiir einen
zweiten Punkt ¢ = 450, 80 elhalt. man dureh Substituzioi in (1),
(2), (3) und (4) wegen -

o 8m’ y= cos’ 3 ==}
und S ~ S Lo

i sin® @ = cos® <p=g,l ‘

mch gesche.henel Redukzwn die Welthe der Koordinaten dieser

52
Punkte ﬁn den kael 3 Wegen 1 —= s

,m——Va_Hr y—V;—_*_——b-s 0
zwel glelche Kooxdunten dann fu1 den kael ¢
! ' b’z

_.._V +b2undy—i)a-+b"'

Um diese a,nalytlsche Splache auszulegen hat man . '

R L \/ b2 4
Va- -+ 4% Va” + 0% Va’?+bl ,

Nun aber ist bekannt dass erstens \/a’ -+ b die Hypothenuse‘
eines rechtwinkelichten Dreieckes ist, ii. welchem die grosse Halb=
achse ¢ und.ldie: kleine Halbachse: b als Katheten 'erscheineny dass
sweltens das Quadrat einér Kathete:dividirt durch-die Hypothenusé,
gleich -demjenigen. Stiicke der Hypothenuse ist,: welchies dieser Kathete:
anliegt; und durch Fallen einer Lothrecliten vomScheitel des recliten:
Winkels -des:Dreieckes: anf 'die: Hypothenuse' entsteht ;1 endlich



112

drittens, dass die Quadratwurzel aus dem Produkte der zwei, auf
diese Weise moglichen, Theile der Hypothenuse, diese Senkrechte
selbst ist ; daher also:.

o ab __\/-———-—..___..K o L
e = VIR BE—0K

7

h Ist SOIIllt OK eine solche Lothlechse, so ist fiir den kael 3
o=ty == OK

dann f“ul den kael ®
#=AK uwnd y = BE. ‘

Man hat also zur Konstrukzion folgende Regel -

Man verbindet die Endpunkte der klemen Achse mit den End-
punkten der grossen Achse, und fallt yom Mittelpunkte der Ellipse
auf diese Verbindungslinien Lothe, wodurch die Verbindungslinien
in zwei ungleiche Stiické getheilt werden. Dann triigt man die Liinge
dieses Lothes vom Mittelpunkte der Ellipse auf die Abszissenachse
auf und bemerkt den Punkt, der durch das-Auftragen dieses Lothes
auf eine in diesem Punkte errichtete Senkl echte entsteht, als einen
Punkt der Ellipse. Man ‘triigt ferner die La,nge des grosseren Stiickés
der Verbindungslinie auf die Abszissenachse yom Mittelpunkte der

Ellipse auf und errichtet in dem Schnittpunkte eine Senkrechte, von

demn man ein'dem kleineren Stiicke der-erwihnten Verbindungslinie
gleiches Stiick abschneidet, wodurch. man den Durchschnittspunkt
als zweiten Punkt der Elhpse erhalt. ‘Nun fithrt man ‘die Kurve von

-den Eddpunkten der Achsen durch die,: auf: die eben angegebene
.Weuse, konstruirten Punkte der Ellipse. ,

Das Empfehlenswerthe dieser Methode, duw’h Welche man ohne
vxeler Umstinde getade. jene Punkte der Ellipse.zu bestimmen fahig-

" ist,'bei denen sich.die Kriimmungsrichtung: dieser Figur am bedeu-

tendbten: dndert, fallt gar bald in'die’ Augen; ja diese Methode sezt
sbgap den; i Zeichnen: minder . Géﬁbt@m auf!-eine . {iberraschetide
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Weise in den Stand, mit und ohne Kurvenlinial schne Ellipsen
darzustellen, die gewiss richtiger sind, als die durch andere Methoden -
gezeichneten Ellipsen.

- Bis hicher habe ich bereits diese Methode im Méarz 1847 in der
»Versammlung von Freunden der Naturwissenschaften in Wien®
vorgetragen; woriiber der IL Band der ,Berichte Aufschluss gibt.
Nachdem jedoch meines Wissens ausser meiner diessfilligen Ver-
tffentlichung und meinen mathematischen Vortrigen im Pionnier-
Offizierskollegium, in den Jalwen 1851 und 1852, diese werthvolle
Methode und um so weniger die hieher gehorige Methode, die Ellipse
mittelst Kriimmungskreisen einzuzeichnen, nicht bekannt wurde, so
werde ich auch diese in dem Nachfolgenden entwickeln. '

RS Sy

P

Es seien in obiger Figur die Radien
MM,

- = OM =uaq, , '
wei jugi . ¥
M, M; 0 M, —b zwei konjugirte Halbmesser ).
? - - Y

*) Konjugirte Durchmesser sind zwei (durch den Mittelpunkt der Ellipse)
gezogene Sehnen von der Bigenschaft, dass:jeder alle’zum anderen
Durchmesser gleichlaufenden Sehnen der Ellipse halbirt,

E. Sedlaczek, Kompendium der eh, u. sfar. Trigonometrie. 8
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- Verldngert man nun OM, = O M bis zur Grosse OK = OM, =
=O0M,, verbindst man' M, mit M, und macht KB parallel mit
, . b

M, My, so folgt ans der Proporzionalitit der Linien OR = —
thﬁlt man \I"érnel“ die Bingangs angenommenen Winkel .(p und .3 bei,
und konstyuirt mm den Krimmungshalbmesser *) R = JM zu er-
halten, den halben Parameter MO, ferner JO, L MM, und JM _LMT,
) folgt o

- M0

T cos omrs
‘ Nun aber 1stO MJT der Wlnkel der 90° zum Winkel MOM =
=¢—3 elgmzt oder

OMJ———CP—.S—QO—-'(QO—-DP——.S])

‘*‘) Denkt wan sich zwei Punkte in der Ellipse unendlich nabe an
einem Berfihrnngspunkte, so ist auch der Halbirungspunkt, der
durch die obigen zwei Punkie gelegten Sehne, dem Beriihrungs-
punkte unendlich nahe. .

Jeder Kreis, dessen Mittelpnnkt in der Normale liegt und dessen
Halbmesser bis zum Beriihrungspunkle reicht, muss sowohl die
Tongeute, als die¢ Ellipse im Berithrungspunkte tangiven, Ein.Kveis
von dieser Eigenschaft, welcher zugleich durch die dem Beriih-
rungspunkte nidchsten zwei Punkte gehf, hat ‘die innigste Beriih-
rung mit der Ellipse nund wird Kriimmungskreis und der
vagelibrige Halbmesser Krd@mmungshalbmesser genannt, .

Um den Kriimmuigskreis der Ellipse beziiglich eines bestimmten
Beviihrongspunktes zu finden, fiihrt man durclh diesen und die hei-
den Endpunkte des konjugirten Durchinessers einen Kreishogen,
welcher wugleich einen Punkt in dem, dem Beriihtungspunkte
angehdrigen (manchmal vertingerten) Durchmesser bezeiclinet,
dessen Enlfernung vom Mittelpunkte der Ellipse, vom Beriihrnngs-
pnnkte auf den zugehiorigen Durehmesser anfgetragen, cinen Punkt
angibl, welcher der Halbirungspunkt einer Schne des Kriimmungs-
kreises ist. Diese Sehne ist der Parameter des zugehdrigen Durch-
messers, Nachdem aber der Milkelpunkt -das ‘Krﬁmmli‘héskreises,
“welclrer, affch K rdi mimungsmittelpunkt genannvtuwird, nut'
in der Normale liegen kann, so evrichbet man im Halbirungspunkle
dicser Sehme ein Perpendikel, bis die Normale geschnitten
“Avird i {welchier ‘Schnittpunkt der K rimmmungsmdittelpunkt
unil geine ‘Entfernung vom! Benkll»mmgspunkte der Krilimmunngs-
halbmesser ist, :

N
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Farner ist

c08 — (90 — [a — 3]) == cos (90 — [(p — 5]) = sin ((P —_ 3)
und

MOL = - ==
daher ‘

a, sin t¢~;3;
Von frither ist bekannt

ta e 2
NI @ == — — ' »
, ‘ g o 3 2
Nun aber ist
; @ 1
‘ ¥y tangs. L
daher e '
ang ¢ — — ——— .
¢ ?‘,/CF a? tang 3 ST AIPH A
Ts ist aber auch
— bt
’ tang 3 — . i
- : ‘(] atang ¢
daher
) —_p2 —d%cosy
$n S = —— = oo
b a¥ tang tanﬂtp + b V o sin®y + b4 cos®y
gt tangy atsing
€08 3 - g ¢ . P

V7 gk tang' v+ o V arsinty + bhcosty |
Nun aber ist -

sin (% =~ 3) == sin ¢ c0s 3 — 08 @ §in 3, |
daher o e

a® sintg & b¥cos®y

sin (o — 3) == .

(q, ) -V W sint o+ bA costy
Addlrt man die belden allgemem gﬂtlgen Gleichungen (1) und
(2), so hat man. : :

v o - 7‘b'°fv--“~;\‘-?~\".
ST I 2 2 g . - :
’ m i} = (6 = T ", -
+J ! 1—81003%3 Lpeih 2 v v
Sezt man nun statt .
) b2 A at - i 1
T 0.2 . .
et eost y =1~ — > = e 4 —_—
‘ o ( a") i+ tang® 3 at - Cb
. , 1+ .
a'tang?
__(a =% altang® g ‘ g ¢
: attang' ¢ + 0%
50 hat man : - .
4 . b o a’tanyg? o 4 bt @’ sin® p+ bk costy
1y = r——m ——— = = T e
! (a® — %) a tang?y atlangy -+ b® a sin? g+ bt cosly
aktang? o+ b6 ‘

8*
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Ganz dasselbe Resultat erhilt man auch durch Summazion ger

Gleichungen (3) und (4); was ganz natiirlich ist
Man hat ferner

ah -M b4 + b4 1 52
bt — ah tang? 3 + b& a tang® ¢ @ O + a b _{%
T attangr s ¥ b7 ot B = 02+ atlangt o T
at tany2

a? b? sm‘ v+ a?d® coste a® bt

atsinty + blcosty  atsinty + % costy’
Multiplizirt man nun die Werthe ¢, und b,, so erhélt man

a bV aksin® § + b4 cos®
a, b, =

at sin? ¢ + 0% costy
daher @b 1
ab — sin(y—3)

und endlich _brab 88

a, ab ab’
Nun aber ist o — a? & .
! (a® sin®¢ + b cos?y)®

. ar b
somit R —

T (a? gin? g + b cos? (p)3
Die Koordinaten des Krummungsnuttelpunktes zut bestimmen,
hat man ;
0Q=¢t=ua - JS
JO =y = — -(MS.— 2).
Ferner ist JMS = 180 — ¢
J8 =R . sin (180 — ¢) =R . sin ¢
MS= R . cos (180 — ¢) == — R . cos ¢.
daher o o {5=w—-Rsz’n§u~
w=y 4 Rcos g.

Substituirt man nun dle betreffenden, bereits bekannten Wert.he
50 erhiilt man ‘

. asing atb?sin g
(a? sin® (p+ 6% cos? (p) (a? sin ¢ + b cos? )% o
a" sin g (a® sin® p+ b cos® ¢ —— b'l)

alsing (a? stn? p — b2 [1—cos? p])

{atsin? ¢ + b7 cos? )3 T
alsindy (@ — bY)

(a?sinp+b® cos? ¢)¥

e (@Psint y + b2 cos?y)¥
Ebenso folgt
A b cos? ¢ (a? — B7?)
y = - o
(atsin?g + b2 cos? g)F

\
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Hiebei kann die Bemerkung nicht entgehen, dass, weil 4 seiner
Naturnach ein Unterschied ist, die Werthe fiiry und B, welche Wur-
zelausdriicke sind und daher ein doppeltes Zeichen haben, anch mit
verschiedenem Zeichen addirt werden wiissen, :

Nachdem nun die Grosse des Krummungshalbmessels und die
Lage des Kritmmungsmittelpunktes mittelst Abzissen und Ordinaten
allgemein bestimmt sind, wollen wir diese Stucke auch speziell
bestimmen.

Man zeichne sich zum Behufe der Verstindlichung die grosse
Halbachse ¢ = 04, dann die kleine Halbachse & = O.B, welche
natfirlich aufeinander senkrecht stehen, verbinde die Endpunkte
dieser Halbachsen miteinander, ergiinze das Dreieck zu einem Recht-
ecke ACBO, verlingere die kleine Halbachse tiber O ins Unbe-
stinunte, schneide die Diagonale 4B von € aus, durch eine aunf diese
Diagonale in D perpendikuldre Linie ¢/ und verlingere dieselbe,
bis sie die grosse Halbachse in # und die Verlingerung der kleinen
Halbachse in %7 schneidet, verlingere endlich auch die grosse Halb-.
achse tiber 4 hinaus, damit man auf dieser Verlingerung die Grosse
AK = AF auftragen kann; endlich verbinde man den Punkt K
mit C, trage die Linge der kleinen Halbachse von O in entgegenge—
sezter Richtung bis B, aut und verbinde B, mit 4.

1, Filr den Scheitel der kleinen Achse ist ¢==0,

- daher sin o =0
cos p =1
somit : _ e a?
| B=% =53
g=0
) b2 (a? — b?) a?
H:"'—’;}T"“ freet —""—b-

. :
Es ist bekannt, dass i jener Theil einen Hypothenuse vor-

stellt, welcher mit b die Hypothenuse bildet; @ ist hiebei das Loth,
welches v0m Scheltel des 1echten WVlnkels auf den Schmttpunkt ge—

im Punkte’ A quf die’ Lmle AB eme Seukrechte AG errichten "und
'l
hat GO = 3 Da nun Pmallele z“ 1schen Pznallelen einander,

gleich ' sind undman sich in' O seln lelcht eine Senklechte OK auf
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/
E.>

AB denken kann, welche ebenso gross ist, wie ¢'D und auch ebenso.
weit von B abstehen wird, als diese von 4, kann man leicht durch
D zu AG cine Parallele DE oder OF = A@ fithren, so dass
R = 0G = BE. ’
also ¥ der Kriimmung smittelpunkt fir B.
Dénun y==.B F ‘-~ b und b = OB, folgt ferner y = O,
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2 Fur den Scheitel der grossen Achse ist ‘P = 90°, daher ‘

sin p=1
o0s ¢ = 0,
gomit b
==
b?.
E=a—7

Der Aus,dmck%‘a stellt die zur Kathete b eines ihnlichen Drei-

eckes analoge Kathete vor; die zweite Kathete b korrespondirt mlt
- der Kathete a des #hnlichen Dreieckes.
In obiger Figur hat man

: ABO o CFA4 )
daher
R=AF
also F' der Kriimmungsmittelpunkt von 4; ferner ist = . . .
g=OF.

3. Fur = 45" ist sin @ = 00§ @ = R
= P = V"2 o
somit ‘
B @0
[z (a’+b")J"' ’
Dieser Ausdruck lésst sich in folgende Faktoren 'mﬂosen
cgb 7 A .
V@i ot sindbd '
Der erste Faktor ist vou fruhel berelts beka,nnt 3 s ist
”-g_: = O—D .
NS T

Sezt man nun, um dle Bedeutung des zwelten Fa.ktors zu fin-
L i

b
den, tang ¢ = —, so0. ist

$ = nd cos q, ¢

SN = U = o
‘/a +bz : ) ‘/a‘l_hbl

da,hel"‘ . 2ab . . ; D
stq,—— praner LR S

R O T TP S

Wegen tang & __ ist aber Jedenfalls s.L OAB FOA—
=4 0K, somit 2 \p == J'UK ‘

Micht man nun s senkrecht auf C’K 50 mst Da = OD stn2 )
daher B ==1Ds ; sin 45°} fiilirt man nun aws D zu CK eine Pa-
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. mllele und schneidet aufiderselben ein Stiick..Ds; ==.Djab und verbin-
Di
sin 450°

det die beiden Punkte 5 und a' 1mtemzmdel so folgt 85, =
daher endlich o

R — 6‘51.‘;‘ ‘ b
Ferner ist L
- . a® (a® — b?) (&" o a? — b2
_ @+69F  Vaigg @+ b
Gy N N Ty

- (@+5%3  VaigrE a4 b
% Der'Werth 'der Briiche ‘ :

at e s
s—~—==—o == BD
Va4 b2 S -
und R T
b2 1]
e

ist von frither-schon" bekannt an ‘un auch ‘His Bedeubung Yot
a®— b

qu erfahren, seze nmn, wie fruhel, ABO’ = OAB 2
so folgt ‘ L
T tcmg 4« ,_ ;— )
- daher Rk

R X —mnﬂ & ol —‘b‘—;? Aoy
A% tang® q; 2,;+ b%*

Nun aber ist’ Lo
1 — tang® 4: ] cos”x}g'—jsih"'? N P U
¥ tangty T Costy fsinty T 0% 24 |

daher

2 e o

o B A SR S :T:*‘_g:;,cosz\,.lﬁ ' :

Man hat sonach ey -

E=BD . cos2¢ ' ol ol
5 " AD GOS 2 Y ‘

Nun muss man tw.chten awei 1echtwmkehchte Dreiecke zu er-
halten, in welchen BD uiid 4D die ypothenusen sind; ferner
nuss der Winkel 2 ¢ durch diése Hypothenusen und durch dle ge-
suchten Katheteén £ und y eingeschlossen seiri, i

Der Winkel 2 ist bereits von fiiiher bekanut 1und dle ‘beiden
erforderlichen, einander ahnhchenvDrelecke-BDd, und-A4d, in
welchen beziehungsweise: bei 2> und'4 der Winkel 2w} -erscheint
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werden gebildet , indem man vom Scheitel B der kleinen Halbachse
auf die gegentiber liegende Verbindungslinie des Scheitels B, der
anderen kleinen Halbachse mit dem Scheitel 4 der grossen Halb-
achse, eine Senkrechte 85 und von dem Schnittpunkte D der Ve1—
bindungslinie 4B sowohl auf diese Senkrechte Bb, als auf Jene
Verbindungslinie 4B, die Pe1pendlkeln Dd und Dd errichtet,
Man hat somch o R
Dd, = bd = BD cos"2 $
und ‘
Ad:AD oo‘s2q,,=
daher y .
g=bd und y = Ad

4. Fiir 3 = 459 (nahe an dem Scheitel der kleluen Halba,chse)

o

hat man sm_‘,sy oos 3 = 1/2 |

Ganz auf dieselbe Weise, wie frither ‘die Werthe von sirn & und
cos's “durch - die Funkzionen von ¢ und die belden Halbmesser aus-
gedruckt wulden lisst sich auch sin ¢ und’ ¢os. c’c ausdmcken Man;
erhilt sonacli in g'mz analoger Form )

b°- ‘costy

¢

2T o et e
st '9’ T absin®g + b cos‘s
und
2 ‘ . a"sm”s
08 =
¢ atsin® g + bhcos* 9 * .
Substituirt man hier fiir sén® 3 und ¢os* &, so erhilt man .
. be
Stn (P ; ﬂ’"*"’blt ) Y
2 . ahk
' 008* ¢ == —mmt
daher ' T
R ath® . a*b® (ab + b‘)g 1 fab+be\§
@ b4 4 b2, at \i a® b3 (a® + b'l),[ T ab \at+p?
ah + bt ah + bh

Bei . der sehr clementaren Konstrukzion dleSeS Ausdruckes
wollen wir unseren Lesern nur mit Nachfolgendem zu Hilfe kommen.
Man hat ‘

a*+ bn\Ng ab B \E  mhe ik 2
(a’+b"> —(ﬂ’+b?+a‘+b=> _(ﬁD +4D°)",
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Der - Augdruck B-__D_ * |- AD"bezeichnetaber offenbar das Qua-
drat einer Hypothenuse 2, welche die Katheten BD und 4D zu einem

rechtwmkehgen Dreiecke erginzt, Man hmt also nur noch die Be-
ol

' deutung des nun sehr emfachen Ausdr uckes R = ZZ zu enmtteln

ngt nian dis Grésse 2z von O (M1ttelpunkt~ der Ellipse) sowohl auf
der grossen, als auf der kleinen verléingerten Halbachse anf;, verbin-
det den Endpunkt der grossen Halbachse mit dem Schnittpunkte
des z in der verlingerten kleinen Achse; filhwrt zu dieser Verbjn-
dungslinie aus dem Endpunkte der kleinen Achse eine Parallele
zwischen beiden Achsen, damit (von O ans) an der grossen Halb-
achse eine Liniengrisse o abgeschnitten werde; 'verbindet den durch
diese Parallele -enstandenen Schnittpunkt ‘in der grossen Halbachse
mit dem durch das Auftragen des z enstandenen Schnittpunkt in
der Verlingerung der kleinen Halbachse und fiihrt endlich zu dieser
Verbindungslinie aus dem durch Auftragen des z in der grossen
Halbachse enstzmdenen Schmttpunkt eine Paralléle zwischen den
I.J_Velden‘Achsyen, damit (von O aus) 41’1;de‘1 Verlingerung der kleinen
Achse eine Liniengrtisse R é‘bge‘sph;n‘itteu‘ wird, so hat man vermége
der Proporzionalitit der Linien '
:9 a

s & B E
z-—-— undz,—-o

woraus man durch Ehmmazmn des o den’ verlangten Ausdruck
erhilt,

Ferner ist *'
b o \& S
2 1 B o
o (a’l-i-b“) (@* = 8% o a? b6 (@t — bY)
£ (a "“b,,r,,a " ;::b[f V(@ + 00}
ab 4+ b o t
b a®*—0*
_‘_Ma.l/a"+b° a® + b*
r ;'I' .
b2 @ 3 _ h2 -
: (ai 4 b!> (“ %) afh? (a® — bY) .
= T ey 5
(a0 B i N o @ 0
a4 bt ; b .
a’ a®— b*

T s aae @b
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Um diese Werthe zu bestimmen, hat man
A b S at e B b"' ‘—z;*u)

aV b+ b oY TErr T Ve \ BGE YL

-___\/b—‘*-' B ‘_;‘\/zb? ¥\
=V wr ) (Z> —.(V&”—*Mz)' :

Der Werth der. beiden unter dem Wurzelzeichen befindlichen

. Ausdriicke ist bel elts bekamlt denn es ist
2 L

Y e AFuwd 2 = 4D
a Vot b _
Es ist somit der Werth von ———éi——-. nichts Anderes, als die
aV at + b* ,

Kathete FD des Dreieckes ADF,:
Auf dieselbe ‘Weise findet man

a’ ‘m'ed"‘~"-’
als: Kathete E_D des D1 eleckes EDB, -

Nachdem nun bekanntlich
a?— b2
el cos 2\ -
" E=1ID .cos2
w = HD . cos 2.

Es wird non ebenfalls darauf ankommen, zwei rechtwink-
lichte Dreiecke von der Beschaffenheit zu finden, dass der Win-
kel 2+ durch die Hypothenusen ¥, FD und die Katheten g,
y eingeschlossen ist.

Um das erste Dreieck zu erhalten, und dem Werthe von g
zu geniigen, konstruirt man F'¢f parallel zu B, d, ferner Dcd
parallel zu Bb; es ist sodann FD ¢ = 2 daher

| De=FD . cos 2}

somit '
£ = _Dc

Um das zweite Dreieck zu erhalten, wird die Linie Ded so
lange verldngert, bis sie durch die von I auf dieselbe gefiillte
Perpendikuldre in M geschnitten wird.

Es ist sodann

s0 hat man

DM = DI cos2y N
somit :

y = DM.
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Zum Schlusse wollen wir noch die Ausdriicke fiir den Kriim-
mungshalbmesser und die Koordinaten des Kriimmungsmittelpunktes,
durch den Winkel  geben, welche, auf das Vorausgegangene gestiizt,
sehr leicht zu entwickeln sind, und durch spezielle Substltuzxonﬂn
ganz dieselben ReSultate geben, die wir oben erhielten.

R (a% sm’.9+b“ cos? 9)%

ab.a?sin® S+ b"coszﬁ)
b3 cos"& (a2 — 6%

E

a (a® sin® 3+ b® cos® 3)7
adsind 3 at— by

b (a® sin? 3 4+ b® cos® 3,!
~ Endlich sei noch bemerkt , dass man sich auch ganz leicht den
Kritmmungshalbmesser und die Koordinaten des Kriimmungsmittel-
punktes speziell fir die Winkel 30 und 60 Grad bestlmmen kann;
was wir unseren Lesern tiberlassen.
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