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VORWORT.

In der dritten Auflage des Lehrbuches der Geometrie fiir
~die oberen Classen der Mittelschulen unterscheidet sich die vor-
liegende zweite Abtheilung des ersten Theiles, die ebene Trigono-
metrie umfassend, von der zweiten Auflage hauptsichlich nur
dadurch, dass die goniometrischen Functionen einheitlich definiert
wurden. Um den ,Instructionen fiir den Unterricht an den Real-
schulen in Oesterreich® zu entsprechen, war es ferner nothwendig,
den Beweis fiir die Allgemeingiltigkeit der Formeln fiir den Sinus
und Cosinus der Summe zweier Winkel zu vervollstiindigen. Uebri-
gens habe ich den Text des ganzen Buches sorgfiltig revidiert,
vielen Ucbungsbeispiclen die Auflssungen beigefiigh und bei den
anderen angegeben, in welcher Weise die Rechnung controliert

werden kann.

Wien, 4. Juli 1883.

&

Hermann Anton.
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EBENE TRIGONOMETRIE.

BErster Abschnitt.
Goniometrie.

Die goniometrischen Funetionen.

Wenn von den sechs Umfangsstiicken eines Dreiecks drei,
darunter mindestens eine Seite, gegeben sind, so konnen wir
bekanntlich das Dreieck construicren, also die drei anderen Um-
fangsstiicke desselben graphisch (d. i durch Zeichnung) darstellen.
Nun lehrt aber die Erfahrung, dass graphische Losungen geo-
metrischer Aufgaben, mogen sie auch noch so sorgfiltiz ausgefithrt
werden, Resultate liefern, welchen nur ein geringer Grad von Ge-
na,ulokelt zukommt. Daher erscheint es als wiinschenswert, aus drei
durch ihre Mafizahlen «regobenen Umfangsstiicken eines Dreiecks
(unter welchen sich mindestens eine Seite befindet) die Mafizahlen
der drei anderen Umfangsstiicke dieses Dreiecks berechnen, also
mit einem beliebigen Grade der Genauigkeit angeben zu
konnen. — Die Lisung der Aufgabe, Strecken und Winkel, welche
durch gegebene Strecken und Winkel bestimmt sind, durch Rech-
nung zu ermitteln, ist Gegenstand der ebenen Trigonometrie.

An diesolbe reihon sich die Tetragonometrie und die Polygonometrie,

welehie die Berechnung von Seiten und Winkeln, die in Vierecken und Polygonen
auftreten, zum Gegenstande haben,

Zwischen Winkeln und Strecken kann in folgender Weise ein
rechnungsmiifiiger Zusammenhang hergestellt werden.

Es sei 0X (Fig. 1, 2, 8, 4) der Anfangsschenkel und OY
der Endschenkel 11'<rend eines hohlen oder crhabenen positi-
ven Winkels XOY den wir mit o bezeichnen wollen; ferner sei
0Z derjenige zu OX normale Halbstrahl, der so liegt, dass der

rechte Winkel x6z p051t1v ist. — Da wollen wir zuniichst ver-
Sonndorfer, Geometrie. T, 1



9 Hrster Abschnitt,

einbaren, die Richtungen der Halbstrahlen OX, 01, 0Z seien als
positiv, folglich die ihrer Erginzungen als negativ anzusehen.
Ferner wollen wir in dem Endschenkel OY irgend einen Punkt
B annehmen, aus demselben auf den Anfangsschenkel OX oder
dessen Erginzung das Perpendikel B (' fillen, und OB den Radius,
OC die Projection des Radius oder schlechthin die Projection
und CB die projicierende Strecke oder das Loth nennen.

Fig. 1. ‘ Fig. 2.
% 2
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Endlich wollen wir festsetzen, OB werde stets in der Richtung von
0 nach B, O( stets in der Richtung von O nach C, und CB stets
in der Richtung von C nach B gemessen, woraus folgt, dass der
Radius OB stets als positiv zu gelten hat, dagegen die Pro-
jeetion OC als positiv oder negativ, je nachdem € in dem
Halbstrahle OX oder in dessen Ergiinzung liegt, und das Loth C'B
als positiv oder negativ, je nachdem die Richtung von C nach B
der des Halbstrahles OZ gleich oder entgegengesetzt ist.

Aus den drei Strecken: dem Radius, dem Lothe und der
Projection, kinnen wir nun sechs Verh#ltnisse bilden, deren
Quotienten wir mit bestimmten Namen belegen. Wir nennen
niimlich

1. den Quotienten des Verhiltnisses, in welchem das Loth
zum Radius steht (kiirzer: das Verhilénis des Lothes zum Radius),
den Sinus,

9. das Verhiltnis der Projection zum Radius den Cosinus,
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3. das Verhéltnis des Lothes zur Projection die Tangente,

4. das Verhiltnis der Projection zum Lothe die Cotangente,

5. das Verhiiltnis des Radius zur Projection die Secante und

6. das Verhiltnis des Radius zum Lothe die Cosecante des
Winkels . ‘

Wir haben also, wenn wir die Quotienten dieser sechs Ver-
hiiltnisse der Reihe nach mit sin @, cos «, tg «, cotg o, sec « und
cosec o bezeichnen und unter , [, p der Reihe nach die mit den
entsprechenden Vorzeichen versehenen Lingenzahlen der
drei Strecken: Radius, Loth, Projection wverstehen, die sechs
Gleichungen:

stn oo = — cos o = = tg @ = —-
1,7 P ? g P ’
» r :

cotg o = =, sec o = —, cosec o = —,
l p r

Aus diesen sechs Gleichungen ergeben sich folgende drei:
sino.cosecoa =1, cosa.seca=1, tga.cotga=1,

welche aussagen, dass sin @ und cosec o, ferner cos o und sec &, und
endlich auch ¢y o und cotg @ reciproke Zahlen sind.

Man sieht leicht ein, dass jeder der Zahlenwerte sin o, cos «
u. 5. w. lediglich von der Grife des Winkels o, nicht aber von der
Grofle des ,Radius® abhéingig ist (Planimetrie Nr. 255 und 256). In
der Mathematik wird nun jede Grofle, deren Wert von dem Werte
einer anderen Grife (oder von den Werten mehrerer anderven Griflen)
abhingig ist, eine Function dieser Grife (oder Groflen) genannt.
So ist z B. die Flichenzahl des Kreises eine Function seines Radius,
die Flichenzahl des Dreiecks eine Ifunction seiner drei Seiten.
Daher heifien auch die Zahlen sin @, cos « u. s, w. Functionen
des Winkels o oder Winkelfunctionen; die Griflen sin o, #g «
und sec o nennt man die directen Functionen oder Hauptfunec-
tionen, die Giroflen cos «, cotg o und cosec @ die Cofunctionen des
Winkels . ‘

Die Lehre von den Zahlengroflen sin o, cos o u. s. w. und den
Bezichungen, in welchen sie zu einander stehen, wird Goniometrie
und jede der obigen Groflen eine goniometrische Function des

Winkels ¢ genannt.

In #lteren Werken findet man aufler den oben angoflibrten sechs gonio-
metrischen Functionen noch zwel, welche jetzt nur selten mehr angewendet werden;
1 ~— cos @ wurdé nilmlich der Sinus versus, und 1 — sin & der Cosinus versus dos
Winkels « genannt,

‘ 1#
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Absolute Zahlenwerte und Yorzeichen der goniometrischen
Funetionen.

4, 1, Jede der Grofen sin o, cos ¢ U. 8. W. ist also eine unbe-
nannte (positive oder negative) Zahl. Da der ,Zahl“ (d. i. dem
absoluten Zahlenwerte) nach weder p noch I grifler als » aus-
fallen kann, so folgt, dass (der Zahl nach) sin « und cos & nie grofer
als 1, sec o und cosec o nie kleiner als 1 sein konnen; jede der
Grofen tg o und cotg o kann jedoch (der Zahl mach) <C 1, =1,
~ 1 ausfallen.

9 Der Winkel @ wird ein Winkel ,im I, IL., IIL. oder IV.
Quadranten* genannt, je nachdem er

~ 0 und << 90%, > 90° und < 1800, > 180° und < 2707,
~ 270% und << 360°

ist. — Ist « ein Winkel im I Quadranten (Fig. 1), so ist sowohl
1 als auch p positiv, folglich jede der sechs Functionen des Winkels
o positiv. — Ist « ein Winkel im II. Quadranten (Fig. 2), so st
I positiv, p negativ, folglich nur sin o und cosec o positiv, dagegen
cos o, sec o, tg o und cotg o negativ. — Im III. Quadranten (Fig. 3)
sind 7 und p negativ, also nur ig und cotg @ positiv. — Im IV.
Quadranten (Fig. 4) endlich ist | negativ, p positiv, daher nur
cos & und sec ¢ Positiv.

)

Goniometrische Functionen negativer ‘Winlcel.

5. 1. Ist XOY" (Fig. 5 und 6) irgend ein (hohler oder erhabe-
ner) negativer Winkel (Pl/s\mimetrie Nr. 18), den wir mit (— @)
bezeichnen wollen, und X0Y = o derjenige positive Winkel,

Fig. b. TFig. 6.
r 1)
BY ¥
i) A ) P e
P NS
0 et o X gl :n./‘-: S Gt X
: - p i Wt
P , : b oo
B~ 3’s B

welcher der absoluten Grifle nach dem Winkel X0y gleich ist,
so liegen dic Halbstrahlen O’ und 0Y symmetrisch in Bezug
auf die Gerade OX. Tragen wir auf OY die Strecke OB = » und



(toniometrische Functivuen negativer Winkel, 5}

auf 0Y die Strecke OB = » auf, so liegen auch B und B’ sym-
metriseh in Bezug auf die Gerade OX; diese ist daher die Hal-
bierungsnormale der Strecke BB, welche sie in € schneidet.
Die Strecke OC ist folglich nicht nur die Projection des Radius
OB, sondern zugleich auch die des Radius OB, wihrend die
Lothe ¢B und CB' nur der absoluten Linge nach einander gleich,
der Richtung nach aber entgegengesetzt sind, so dass stets I’ (die
mit dem entsprechenden Vorzeichen versehene Lingenzahl des
Lothes CB) = — [ ist. — Wonn wir nun die in Nr. 2 aufge-
stellten Definitionen auch auf negative Winkel ausdehnen, so er-
geben sich die Gleichungen

' —1 ) ,
sin (— ) = —f— =—— = —sna, o (—a)= 17) = ¢0§ @,
el AP P D
tg (— @) =y=7 = — tg a, ctg (— o) === — ooty @,
7 r ¥
sec (— @) = = sec a, cosec (— o) = 7 = — == — €080 &

Wir sehen also, dass ,in Zahl und Zeichen® (d. i dem
absoluten Zahlenwerte und dem Vorzeichen nach) nur cos (— «)
wit cos (+ @), und sec (— o) mit sec (4 ) iibereinstimmt. Dagegen
sind sin (—a) und sin (+ ) wohl der ,Zahl“ nach einander
gleich, aber dem ,Zeichen® nach entgegoengesetzt; dasselbe
gilt beziiglich fg (— o) wnd tg (+ «), coty (— @) und cotg (-4 @),
cosec (— ) und cosec (- a).

2. Der negative Winkel (— ) soll ein Winkel im IV., IIL,
IL, I. Quadranten heillen, je nachdem o (die absolute Grolle des
negativen Winkels) > 0 und < 90%, > 90° und < 180 u. s w.
ist. — Ist (— o) ein beliebiger negativer Winkel (d. i ein
negativer Winkel in irgend einem dor vier Quadranten), so ist
860° — « derjenige positive Winkel, welcher die absolute Grolie
des negativen zu 3600 erginzt. Aus L. ist nun leicht zu entnehmen,
dass immer der Satz besteht:

Jede der sechs goniometrischen Functionen des beliebigen mne-
gativen Winkels (— o) stimmt in Zahl und Zeichen mit der gleich-
namigen, Function des positiven Winkels (360" — o) iiberein.
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‘Beziehungen zwischen den goniometrischen Functionen des

spitzen Winkels « und denen der Winlel 90° ==, 180° 5 o,
2700 5= « und 360° = o,

i Es sei (Fig. 7) X0V = o ein positiver spitzer Winkel
und XO¥ sein Complement, also = 90° —a. Wir tragen auf
0Y die Strecke OB = r und auf OY" die
nimliche Strecke OB = r auf, ziehen BC
und B'C’ normal zu OX und bezeichnen die
Li#ngenzahlen der Strecken CB, 0C, ("B,
OC" (welche hier alle positiv sind) der Reihe
nach mit 4, p, ¥, p. Da ist nun & OB’
>~ A OBC (warum?), folglich 7' = p und

T p =1 s bestchen daher die Gleichungen
sin (900 — o) = %—_«:1791::_- €0s o, cos (900 — o) = 2:— = —?Z— =sina, .
I p Pl
0 (900 — o) == — =4t =cotga, cotg (00 —o) =F =—=1go
g ( )=5=1 g% g ( )= =,=
SR A S w0300 (900 — ) = - == 1 — see
sec (90 @) = TS cosece, cosec (900 — a) 7= sec o.

Die Worter ,cosinus, cotangens, cosecans® sind aus ,complementi stnus® . 8. W,
gebildet worden. "

2. Es sei wieder (Fig. 8) XOY = a ein positiver spitzer
Winkel; ferner sei X0Y7 = 90" 4 o. Wir machen OB =17, OB
chenfalls = », BC 1L 0X, B'C" L X’X und
verstehen wieder unter 7, p, I', p' die mit
den entsprechenden Vorzeichen verschenen
Lingenzahlen, welche der Reihe nach

Fig. 8.

W 3 den Strecken CB, 0C, C'B, O(C' zukom-
/\i\ l‘\’ men. Jede der Zahlen #, 1, p, I' ist po-
TR0 vcﬂ. 7 sitiv; p’ aber ist eine negative Zahl.

Ferner ist A OBC = A OBC (warum?),
woraus folgt, dass dem absoluten Zahlenwerte nach 7" mit p,
und p’ mit 7 iibereinstimmt. Dem Vorzeichen nach stimmen jedoch
nur 7 und p mit einander tiberein; es ist also I/ = p und p =
— 1. Demnach bestehen die Gleichungen

’

m®m+@:%=%=ww,m@m+@:%:7i=—wM
tg (90" o) = ZZ? = _%— = —cotga, cotg(90° 4-a) = 119’:;;_l_= —tg o,
v oo

— ==y == = C08ec a, Cose (90" 4 0) == ZE = seco.

0 —
sec (900 - o) = 7 7
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Fig. 9.

8. In Fig 9 ist X0V = o und X0 = 180" — o, ferner

OB= 0B =r, I =1 und p’ = — p; es bestechen demnach die
(tleichungen:
. o S
sin (1800— o) = :%: sina, cos(1800— a) :%—-_‘-Tp- == —c08 o,
v l S
tmmmm@=?=:@:—m%mmwm—@x%zﬁgz—wm%
7 P roop
sec (1800—a) :?::ﬁ = -—geca, cosec(1800—a)== 5 =y = eosec
4. In #hnlicher Weise crgeben sich die Gleichungen:
sin (1800 4 &) = — sin a, cos (1800 4 &) = — cos ¢,
tg (1800 4 o) = tg o, cotg (1800 4 o) = clg o, -
sec (1800 4 o) = — sec o, cosec (1809 4 @) = — cosec .
sin (2700 — o) = — cos ¢, cos (2700 — &) = — sin «,
tg (270 — a) = cotg a, cotg (270% — &) = g o,
sec (2700 — a) = — cosec cosec (2700 — o) = — sec o
sin (2700 4 o) = — cos o, cos (2700 4 o) = sin o,
tg (2700 + o) = — coty ¢, cotg (270° + o) = — tg o,
sec (2700 4 @) = cosec o, cosec (2700 4 &) = — sec 2,
sin (360" — &) = — sin g, cos (360" — &) = cos o,
tg (8600 — o) = —tg o cotg (3600 — &) = — cotg o,
sec (3600 — o) == sec o, cosec (3600 — &) = — cosec o.

5. Zwei Winkel X0 und X’@'Y', die um n . 3600 differieren
(wobei n irgend eine positive ganze Zahl ist), konnen stets so ver-
einigt werden, dass O'X’ mit OX und O'Y" mit 0Y zusammenfillt.
Hieraus folgt, dass jede goniometrische Function sowohl des Winkels
(n.360° 4 o) als auch des Winkels [— (n.360 — )] in Zahl und -
Zeichen mit der gleichnamigen Function des Winkels o fiberein-
stimmt. — Dies gilt, wie man leicht einsieht, auch dann, wenn « ein
stumpfer oder ein iiberstumpfer Winkel ist.
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Erste Anmerkung., Man priige folgende zwei Regeln dem Glediichinisse ein:
1. Regel der Vorzeichen:
Positiv sind

im I Quadranten (bei 360°~} o und 900 — &) alle sechs goniometr, Functionen,

. IL " (, 9091« , 1800 — &) nur sin und cosee,
» TIL n (o 1800~a , 2700 o) , g , coly
und , IV. " (» 27004-0a , 8600 —o) , cos , scc

2. Regel der Functionsnamen:
Die Functionsnamen links und rechts vom Gleichheitszeichen sind
bei 1809 4~ o und 3600 - « einander gleich, bei 900 4 a und 2700 - «
nur durch die Vorsilbe ,06% von einander verschieden. .
Zweite Anmerkung, Besonders wichtig sind die Sitwe:
1, Sind zwei Winkel complementir, so ist fede Hauptfunction des ersten
gleich der entsprechenden Cofunction des zweiten, und jede Cofunciion cles ersten
. gleich der entsprechenden Hauptfunction des zweiten.
2. Sind wmwer Winkel supplementilr, so ist der Sinus des ersten in Zahl
wnd Zeichen gleich dem Sinus des zweiten, und der Cosinus des ersten gleich dem
mit entgegeng esatziem Vorzeichen genommenen Cosinus des zweiten.

6. In Beriicksichtigung des in Nr. 322 der Planimetrie Gresagten

kann man statt 909, 1809, 270? und 360° auch der Reihe nach %,
37 9w schreib :
7, —5— 2™ schreiben.

Man heachte, dass man = B. statt sin (1800 — a) eigentlich schreiben sollte:
ain (2 B — o), oder gin (1800 — ab), oder sin (r — &)

Graphische Darstellung der goniometrischen Funectionen.

7, Wird eine bestimmte Strecke als Lingeneinheit angeschen,
so muss umgekehrt auch jeder Lingenzahl eine bestimmte Strecke
entsprechen. — Ist « irgend ein gegebener Winkel, so erhalten wir
die Strecken, deren Liéngenzahlen der Reihe nach sin o, cos e,
tg @, u. 8. w. sind, am einfachsten folgendermafien:

Wir betrachten den Radius OB (Fig. 10)
als Lingeneinheit und beschreiben mit diesem
Radius aus O den Kreis %, der OX in 4 und
0Z in N schneidet; hiebei wollen wir 4 den
Anfangspunkt, B den Endpunkt und N
den Nebenpunkt des Winkels o nennen.

@) Wir verstehen nun wieder unter /
die (mit- dem entsprechenden Vorzeichen ver-
schene) Lingenzahl des von C aus gemessenen
Lothes CB, welches wir aus B auf die Gerade OX fillen konnen,
und unter p die (auch mit dem entsprechenden Vorzeichen ver-

TFig. 10.

)?’
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sehene) Lingenzahl der von O aus gemessenen Projection OC;
da bestehen, wenn « ein Winkel in irgend einem der vier Qua-
dranten ist, wegen » = 1 immer die Gleichungen

sz’na:—l—zl, cos o = = = p.

Wir sehen also: Wenn der Radius OB = 1 ist, so ist (in
Zahl und Zeichen) die Liingenzahl des Lothes CB gleich sin a
und die der Projection OC gleich cos «. Wir konnen daher
sagen:

Die Strecke, deren Lingenzahl (in Zahl wnd Zeichen) der Sinus
etnes gegebenen Winkels ist, ist das aus dem Endpunkie dieses Winkels
auf seinen Anfangsschenkel oder dessen Ergiinzung geféillte Loth, ge-
messen von seinem Fuflpunkte aus.

Die Strecke, deren Liingenzahl (in Zahl und Zeichen) der Clo-
sinus eines gegebenen Winkels ist, reicht vom Schettel dieses Winkels
bis zum Fuflpunkte seines Sinuslothes.

b) Um die Strecke zu erhalten, deren Li#ngenzahl (in Zahl
und Zeichen) gleich der Tangente eines gegebenen Winkels ist,
zeichnen wir (Fig. 11) die Gerade g, welche
den Kreis £ in 4 tangiert; wir nennen diese Fig. 11.
Gerade die durch den Anfangspunkt ge- ¥ I !/4’1’1

2
hende planimetrische Tangente. — Es )
. . . e 4
sei nun XOY, = ¢ ein spitzer positiver ‘e ¥

)
Winkel und 7, der Punkt, in welchem O, AN
i g

|

die Gerade g schneidet. Da konnen wir OT, é‘
als Radius, 47} als Loth und 04 als Pro- 4y,
_jection ansehen; dann erhalten wir, die Liin- )

genzahl der von 4 aus gemessenen Strecke A7) mit ¢, hezeichnend,
wegen OA4 =1 die Gleichung

t
tg o = —11~ = tl‘
Ist XéY2 = oy = 180" — &, so ist bekanntlich tg «, =
- tg (1800 — o) = — tg o, also tg oy = — #,. Um dem Gegensatze

der Vorzeichen gerecht zu werden, tragen wir auf der Erginzung
des Halbstrahles AT die Strecke A7, = T4 auf; dann ist die
Léngenzahl ¢ der von A aus gemessenen Strecke A7, in Zahl
und Zeichen gleich ¢g . Den Punkt 7, erhalten wir aber auch,
wenn wir die Ergéinzung des Halbstrahles O Y, mit g zum Schnitt
bringen; das hiedurchAsich ergebende Dreieck ist nimlich s A 04T,
(warum?). — Ist X0V, = o5 = 180° 4 ¢ und X0V, = @ =
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8600 — o, 80 ist tg oy == tg (1800 + &) = #g oy = # und tg o, =
tg (83600 — o) = —tgo = —t = .

Bezeichnet ferner v, die Lingenzahl der von O aus gemessenen
Strecke OT,, so ist (wegen 04 = 1)

’Ul _
sec o — T = .
A .
Ist XOY, = o0 = 1809 —«,, so ist sec ay = sec (180° — a;) ==
— secq, = — v;. Wenn wir, in Berticksichtigung des Minuszeichens,

auf der Brgénzung des Halbstrahles OY, die Strecke 0T, = T, 0
auftragen, so ist 7, derjenige Punkt, in welchem jene Ergénzung
die Gerade g schneidet (warum?). — Ferner finden wir sec oy =
sec (180° 4 @) = — sec 0y = — v;; als die Strecke, deren Liingen-
zahl — v, also negativ ist, erscheint hier OT) deshalb, weil die
Richtung von O nach T, der des Halbstrahles OY, entgegen-
gesetzt ist (siehe Nr. 2). — Endlich ist sec ey = sec (360° — o) =
sec ¢y = v;, und es erscheint hier OT, als die Strecke, deren
Léingenzahl die positive Zahl v, ist (warum?).
Wir konnen demnach sagen:

Die Strecke, deren Liingenzahl (in Zahl und Zeichen) die Tan-
gente cines gegebenen Winkels ist, reicht von dem Anfangspunkie
dieses Winkels bis zu demjentgen Punkte, in welchem die durch den
Anfangspunkt gehende planimetrische Tangente von dem Endschenkel
oder setner Irgiinzung geschnitten wird.

Die Strecke, deren Lingenzahl (in Zahl und Zeichen) die Secante
eines gegebenen Winkels ist, reicht vom Schettel dieses Winkels bis zum
Endpunkte seiner Tangentenstrecke.

6) Bs sei wieder XOY, = o ein spitzer positiver Winkel.
Um die Strecke zu erhalten, deren Lingenzahl cotg «, ist, ziehen
wir zunichst (Fig. 12) den Halbstrahl OY] so, dass X0¥, =
900 — o, ist; der Halbstrahl O] schneidet

Fig. 12. X : .
® g die Gerade g (welche & in 4 bertihrt) in
{/’}\ Z @/}7’ Y, dem Punkte 77; die Lingenzahl der von
/- M w A g A aus gemessenen Strecke 477 werde mit
AN 77 : ;
1 #; bezeichnet; da ist wegen 04 = 1
. A " 4 ,
T cotg oy = tg (90" — o) = 11 = &
P - Es sei nun ¢ diejenige Gerade, welche
N

9™k in dem Nebenpunkte N berithrt; der
Punkt, in welchem OY, die Gerade ¢ schneidet, heile U;; die
Lingenzahl der von N aus gemessenen Strecke NU, werde mit
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af.

Da ist, wie man leicht einsieht, A ONU, o2 A OAT"
7, ,

1
= AT, also u, = t;, mithin
coty oy == uy,

IYy = oy = 1800 — %; 80 ist bekanntlich cotg a, =
o) = — colg o == — uy ; tragen wir auf der Erginzung
ahles NU, die Strecke NU, = U\N anf, so ist U, der

velchem jene Ergiinzung von dem Halbstrahle 0Y, ge-
ird, u. s w.

* besteht, wenn wir die Lingenzahlen der von O aus
Strecken 077 und OU, mit v, und w bezeichnen,

ng

osec o == sec (90° — o) = o) = w, w. 5 w.

Onnen daher sagen:

‘recke, deren Lingenzahl (in Zahl und Zeichen) die Co-
nes gegebenen. Winkels ist, reicht von dem Nebenpunkte
als Uis zu dem Punlte, in welchem die durch den Neben-

rde planimetrische Tangente vor dem Endschenkel oder
zung geschnitten wird.

recke, deren Lingenzahl (in Zahl und Zgichen) die Co-
8 gegebenen Winkels dst, reicht vom Scheitel dieses Winkels
punkte seiner Cotangentenstrech.

ing der Functionsnamen ,Tangente® und pSecante®,

r. 5, 2 folgt, dass die in Nr. 7 gewonnenen Urtheile
gelten, wenn der betreffende Winkel negativ ist, —
XOY (Fig. 13 und 14) sei = (—a), also sein Droh-

Fig. 13. TFig. 14.
d_ | z _
H ”/lU
l ¢ \x //_,' ¥
Ot A a (/] 14
7 /</
BN, T
—V/B\&‘Y

>ngesetzt dem des positiven rechten Winkels X0Z;
«ius 1 sei aus O der Kreis % beschriehen worden,
im Anfangspunkte 4, OY im Endpunkte B und
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OZ im Nebenpunkte NV schneidet. Da ist (in Zahl und Zeichen)
die Lingenzahl der Strecke

CB = sin (— a), : 0C = cos (— a),
AT = tg (-~ ), NU = cotg (— a),
OT = sec (— a), OU = cosec (— ).

Man zeichne die Figuren, welche den obigen entsprechen, fiir den Fall, dass
{— &) ein Winkel im II,, ein Winkel im I. Quadranten ist.

Wachsthuin und Abnahme der goniometrisehen Functiomnen.

1. Die graphische Darstellung der goniometrischen Functionen
erleichtert die Beantwortung der Frage: ,Welche Werte durch-
liuft eine bestimmte goniometrische Function des Winkels «, wenn
dieser von 0" bis 360" wiichst?¢

a) Werte von sin o und cos .«

Geht & in den Mullwinkel iiber, so wird, wie man aus Fig. 10 ersieht, auch
sin o gleich Null; es ist also sin 00 = 0, — Wiichst der Winkel «, indem der Halb-
strahl OY in positivem Sinne sich dreht, von 00 bis 909, so durchliiuft sin «, bestindig
zunehmend, alle Werte von 0 Dis -}-1; es ist also sin 900 = -}-1, — Wiichst o so-
dann von 900 bis 1809, so nimmt sin «, bestiindig kleiner werdend, alle Werte von
<41 bis 0 an; es ist also sin 180" = 0. — Wiihrond ferner e von 180" bis 360°
wiichst, ist die Grobe sin o stets negativ und durchlinft im JIT. Quadranten, der
Zahl nach bestiindig zunehmend, alle Werte von 0 his — 1, und im IV, Quadranten,
der Zahl nach bestiindig abnehmend, alle Werte von — 1 bis 03 es ist also sin 2700 =
— 1 und sin 3600 = 0,

Ebenso erkennt man, dass, wenn « von 00 bis 360% wiicht, cos & im I Qua-
dranten, bestlindig abnehmend, alle Werte von 1 bis 0, im II, Quadranten, der Zahl
nach bestiindig wachsend, alle Werte von 0 bis — 1, im IIl. Quadranten, der Zahl
naeh bestiindig abnehmend, alle Werte von — 1 bis 0, und im IV. Quadranten, he-
siiindig wunehmend, alle Werte von 0 bis 1 durchliuft.

b) Werie von tg o und coly .

Fig, 11 zoigt, dass ty 00 = O ist. — Wihchst « von 00 bis 90% so nimmt i7 «
bestiindig zu, ist << 1, == 1, = 1, je nachdem & < 45% = 48°, > 449 ist, und wird
unendlich grofl), wenn &= 900 wird. — Wiichst « von 900 his 180° so fillt iy «
negativ aus, ist der Zahl nach in bestindiger Abnahme begriffen und wird = 0,
wenn « == 1809 wird. Hiecbei beachte man, dags, wenn 8 ein sehr kleiner Winlkel
ist, g (900 — B) eine sehr grobe positive, dagegen iy (900 - 8) einc (dem absoluten
Zahlenwerte nach) sehr grobe negative Zahl ist, und dass ¢y (900 — ) in - oo,
{y (900 4 3) aber in — oo iibergeht, wenn & = 0 wird. — Wichst « von 180° his
9700, go fillt 4y « wieder positiv aus und durchliuft (so wie im L Quadranten),
bestiindig zunehmend, alle Werte von 0 bis 4+ co. — Wiichst endlich « von 2700
bis 8600, so durchlinft {7 « (so wie im IL Quadranten), der Zahl nach bestindig ab-
nehmend, alle Werte von — oo bis 0, wobei zu beachten, dass #g (2700 — 3} in
-~ oo, dagegen #y (2700 -} 8) in - co iibergeht, wenn 8 = 0 wird.
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Welehe Werte coly « durehliinft, wenn « von 00 his 360" wiichst, kinnte schon
: 1

aus dem Obigen entnommen werden, da bekanntlich (Nr. 2) ecoly o = pon ist.
g o

Uebrigens ersieht man auch unmittelbar aus Tig. 12, dass, wenn « von 00 his 3600
wiichst, coly @ im 1. Quadranten alle Werte von -+ oo his 0, im I alle Werte von
0 bis — oo, im ITI. alle Worte von -+ oo his 0 und im 1V, alle Werte 0 bis — oo
durchliiuft. Hiebei ist zu beachten, dass coly (1800—8) in — oo, dagegen coly (1800-)-8)
in + oo, ferner coty (360" — ) in — 00, dagegen cofy (360° - 8) in - oo ilber-

o

geht, wenn 3 = 0 wird.
¢) Werte von sec o und cosec a.

Aus Pig. 11 Yisst sick entnehmen, dass, wenn & von 0" bis 3600 wiichst,
sec e im I, Quadranten alle Werte von -+ 1 bis + oo, im II, alle Werte von — co
bis — 1, im IIL alle Werte von — 1 his — oo und im IV. alle Werte von ~+ oo
bis -+ 1 durehliiuft.

Fernor ersieht man aus Fig. 12, dass, wenn @ von 00 his 8600 wiichst, cesec o
im I Quadranten alle Werte von -} 0o bis 4~ 1, im II. alla Werte von ~ 1 Dbis
~+ o0, im IIL. alle Werte von — oo his — 1 und im IV, alle Werte von — 1 his
— oo durchliiuft,

) 1
Das Obige ergibt sich anch aus @) in Erwiigung des U mstandes, dass sec & = ppay

1.
und cosee & = —— jat.
N o

2. Wichst « von 360" bis 2. 360" so durchliuft jede der sechs
goniometrischen Functionen des Winkels o die niimlichen Werte,
welehe sic bei dem Wachsthum des Winkels ¢ von 0" bis 3600
durchlaufen, in der niimlichen Ordnung; dasselbe geschieht,
wenn o von 2. 360 bis 3. 360" w. 5. w. wiichst. Die goniometrischen
Functionen werden daher periodische Functionen genannt,

3. Wir schen also:

Keine der Griflen sin « und eos & kann einen auGerhalb der
Grenzen — 1 und - 1 licgenden Wert annehmen.  Jede Zahl,
welehe nicht auflerhalh der Grenzen — 1 und - 1 liegt, kann
demnach als dor Sinus oder als der Cosinus cines Winkels ange-
schen werden.

Die Grifien g« und eotg o sind aller zwischen — oo und
- oo ligenden Werte fihig; jede positive und jede negative
(veelle) Zahl kann also als dic Tangente oder als die Cotangente
eines Winkels angeschen werden, :

Die Grillen see o und eosee  sind aller Werte von <+ 1 bis
+ ow und aller Werte von — 1 bis — oo fiihig; weder sec e noch
eosec » kann cinen zwischen — 1 und -+ 1 licgenden Wert an-
nehmen,

Anmerkang, Man withle in einer Geraden den Punkt ¢ als Nullpunkt und
trage zu beiden Seiten desselben die Streeken 07 = <41 und 0@ = — 1 auf;
dann el man an, o dieser Geraden hewepge siel der Pankt % derart, dass dic
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Lingenzahl der Strecke O0Z (dem absoluten Zahlenwerte und dem Vorzeichen
nach) die Werte darstellt, welche eine bestimmte goniometrische Function des Winkels
o durchlfuft, wenn « von 00 bis 8600 wiichst. Welche Bewegung fiihrt Z aus, wenn
wir als jene goniomefrische Function der Reihe nach sin o, cos o, g o w. 8. w. in’s

Ange fassen? — Wie gestalten sich die Bewegungen des Punktes Z, wenn o alle
Werte von 00 his — 8600 durchlduft?

Bezichungen zwischen den goniometrischen Functionen eines
und desselben Winlkels,

10. Betrachtet man die Figuren 1 bis 4, so sieht man, dass,
wenn ¢ ein positiver Winkel in irgend einem der vier Qua-
drariten ist, immer die Gleichung

12 4 pt = 2
besteht; dividiert man beide Theile dieser Gleichung «) durch 2%
b) durch p?% ¢) durch 12, so erhiilt man die Gtleichungen

12 P2 1N\2 ' 7\ 2 P\ 2
— 1 = N Al = — 141 ={-=1.

)+ =2 ()+=6G) (1) =(0)

Nun ist aber i,: sin a, £ = ¢0s @, - tg «, T = sec o,

r 9 p P

= cosec @; wir haben also:

P z
== ooty o und ]

(sin )2+ (cosa)r = 1, (tg @)+ 1 = (secx)?, 1+ (cotgw)? = (coseca)®.
Statt (sin )2, (cos @)?, u. 8. w. schreiben wir sin o2 cos o?, u.s. w.;
es bestehen also die Gleichungen

sino? 4 cosa? = 1.....(1,
secal =14 tga?...... (2
cosec a? = 1 4 cotg a... (8.
l
Ferner ist offenbar immer — == —23)—, d. h
r
* sina
g o o= —— .. .,. 4
g cos o (

Man tiberzeugt sich leicht, dass diese Gleichungen auch dann
gelten, wenn o irgend ein negativer Winkel ist.

Mit Hilfe dieser vier und der schon in Nr. 2 aufgestellten
drei Gleichungen

sino.coseca =1, cosa.seco =1, tga.colga =1
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Die Fundamentalgleichungen des rechtwinkeligen Dreiecks, 15

(welche laut Nr. 5 auch fiir negative Winkel gelten) sind wir
im Stande, durch irgend eine der sechs goniometrischen Functionen
eines bestimmten Winkels die fiinf anderen auszudriicken.

Gesetzt, es solle durch ¢y « jede der fiinf anderen goniometrischen Functionen
des Winkels o ausgedriickt werden; da ergibt sich aus der Gleichung tg @ . colg @ =1

A

cotg o = Eg_oc’

und aus der Gleichung seco? == 1 - ig a?
sec o =;{:V1+tga?;

1 tgard1
2 = 2 = e = e —
da ferner cosec o 1 -~ colyg o Iy iy a2 ist, so folgt
Vigg o
coseen = T LT W
tg «
sk L, 1

endlich ist, wegen sin ¢ = und cos & == ,

CO8LC & SEC &

1/ 1

sino = —d o und s @ = e,
:L—_Vl-}-t_z/a? ;l_—_Vl-{—tgoc’

Hiebei ist zu beachten, dass in den fiir sec a, cosec o, sin « und cos « gefundenen
Ausdriicken das Minuszeichen dann zu nehmen ist, wenn « ein Winkel im IL
oder III. Quadranten ist. Warum?

Anmerkung. In der Folge werden wir uns nur mit den Sinus, Cosinus,
Tangenten und Cotangenien der in Betracht kommenden Winkel beschiiftigen.

Die Fundamentalgleichungen des rechtwinkeligen Dreiecks.

In dem bei A rechtwinkeligen Dreieck ABC g, 15.
(Fig. 15) selen @, b, ¢ die Lingenzahlen der Seiten. ¢
In diesem Dreieck kann in Bezug auf den Winkel B
die Hypotenuse ¢ als Radius, die dem Winkel B

0 s . W b
gegeniiberliegende Kathete b als Loth und die ihm
anliegende Kathete ¢ als Projection angesehen wer- c
den; es bestehen demnach die GHleichungen B 4

b b
sin B = - tg B = —

« ? J ¢ 2

¢ ¢
s B = — cotg B = -
‘ a’ g b

In analoger Weise finden wir

. ¢ , ¢
sin = - tg O = -
. w’ g b’

b b

cos O = —, coty C = —
o c
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Aus diesen acht Gleichungen ergeben sich die folgenden:
I.{b:asinB:acosC, H'{b:cth:ccoth,

¢ = a sin C = acos B, ¢ = b tg C = b cotg B,
b b
= —— = T
0L sin B cos C
L S
— @nC  cos B’

welche aussagen:

L In jedem rochtwinkeligen Dreieck ist eine Kathete gleich der
Hypotenuse multipliciert mit dem Sinus des der Kathete gegeniiber-
liegenden oder dem Cosinus des il anliegenden. Winkels.

II. In jedem rechtwinleligen Dreiock st eine Kathete gleich der
anderen Kathete multipliciert mit der Tangents des der erstgenannten
gegenitberliegenden oder der Cotangente des il anliegenden Winkels.

III. In jedem vechtwinkeligen Dreieck ist die Hypotenuse gleich
einer Kathete gebrochen durch den Sinus des thr gegeniiberliegenden
oder den Cosinus des ihr anliegenden Winleels.

Tn I und II. erscheint also mit der L Hypotenuse® stets ein #Sinus® oder ,Co-
sinus®, mit der yanderen Kathete® eine ,Tangente® oder eine ,Cotangente” in multi-
plicativer Verbindung. Dic Worter ,gegeniiberliegend”, yanliegend® beziehen sich
immer auf die ,Kathete®, eventuell auf die ,erstgenannte Katheto®; wird der ,gegen-
iiberliegende* Winkel beniitat, so ist sein ,Sinus® oder seino SLangente® wu ver-
wenden; hedient man sich des ,anliegonden® Winkels, so hiat man dessen ,Cosinus®

oder ,Cotangente® zu nehmen.

Sinus und Cosinus der Summe und der Differenz
zweier Winkel.

1. Bs seien « und § (Fig. 16) spitze positive Winkel; ihre -
Summe o - B sei gleichfalls cin spitzer Winlkel. Wenn wir
08 — 1 machen, ST L OX, SU L OY zichen
and unter T8, OT, US wd OU die Lingen-
v. zahlen der betreffenden Strecken vorstehen, so ist
bekanntlich
78 = sin (« + B), 01 = cvs (= -+ B),
% US = sin i, Ol = cos B
Wenn wir ferner UV L OX und U W L I'S zichen und auch
unter VU, WS, 0V, WU dic Lingenzahlen der hetreffenden
Strecken verstehen, so haben wir die (leiehnng
sin(a+p)=T8=T W W8 = VU IS,

Fig. 16.
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Nun ist aber VU eine Kathete des rechtwinkeligen Dreiecks
VUO; in diesem Dreieck kennen wir die Hypotenuse (ihre Liingen-
zahl ist = cos §) und den Winkel @, welcher der Kathete VI
gegeniiberliegt; es ist mithin

VU == cos f . sin

i

Ferner ist WS eine Kathete des rechtwinkeligen Dreiecks
WSU, in welchem wir die Hypotenuse (lhre Lingenzahl ist =
sin §) und den der Kathete WS anliegenden Winkel o' (= o
warum?) kennen; es ist demnach

WS = sinf.cos o = sin £ .cosa.
Wir haben daher die Gleichung
sin (@ 4~ B) = cos § sin o -+ sin B cos a,
oder: ' :
IV. sin (@ + ) = sin a cos B+ cos o sin B,
In ghnlicher Weise finden wir
cos (o0 -4 ) = 0T = OV — 7TV — oV — WU
' = cos 8 .cos o — sin B . sin o, also
V. cos (@ + B) = cos a cos f — sin « sin f.

2. Bs seien (Fig. 17) X0Y = + a und
Y0Z = — 8 spitze Winkel; ferner sei o >
B, also X007 = « — § positiv. Wenn wir
08 = 1 machen, S7" | 0X, 8U" 1 0V,
UV 'L O0X uwnd SW L Uy ziehen, so or-
geben sich die Gleichungen:

sin (o — P) 'S =VW =Vvy - w U,

cos { . sin o — sin B . cos @, also

$n o cos § — cps o sin 3 und

OT =0V - V" = O + WS,
cos fb . cos a - sin B . sin oy also

VIL cos (& — @) = cos « cos 0 - sin @ sin B,

!

VL sin (@ — p)
cos (o — f3)

I

3. Wir haben also die Gleichungen gefunden:
IV. sin (a4 0) = sin a cos b + cos a sin §,
V. cos (& 4 B) = cos & cos £ — sin a sin P
VL sin (o~ 8) = sin a cos B — cos o sin f,
VIL cos (& — B) = cos @ cos p 4 sin « sin g.
Es lisst sich nup nachweisen, dass diese vier Gleichungen,

welche von grofier Tragweite sind, nicht nur dann gelten, wenn «
Sonndorfor, Geometrie, I. 2. 2
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und # den Bedingungen - entsprechen, - welche - bei -der Ableitung

dieser Gleichungen aufgestellt. wurden, sondern- auch - dann, wenn ‘o
und f beliebige positive oder negative Winkel sind.

on

Allgemeingiltighkeit dex ¥ I‘orm(‘ln fiir sin (« == B) und\eos (o 4= 8).

. 4) Die Gleichungen fitr-sin(a -+ ) und cos (oc—l—(’) gclten, wenn «

und B beliebige positive Winkel sind.
1. Diese Gleichungen wurden unter der Voraussetzung gew’ouuen, dass. jed‘er
der kael o und f ‘!1)1t/ und auch & -I-[’ ein spitzer Winkel sel. Wir kinnen
' nun’ zeigen, dass ‘diese Gleichungen auch dann gelten,

Fig. 18. . wenn zwar jeder der Winkel « und $.spitz, aber ilre
A% ) Summe ein rM&ump:["el Winkel ist. — Wir finden niim-
N © " " ich, wenn wir in Figl 18 08 = 1, 8T | OX' w. s w.
e, )/ machen, dass (wie in Fig. 16)
oL\ o sm(ap) = T8 = TW- WS = VU4 WS
"—\{’ v = cos B.sina - sinf.cose
Ao . ,
. == gin o cos cos o sin
X 1.0 X BT ' P

ist. Dagegen ist cos (@~ f3), die Lingenzahl der Strecke
OT, lier negativ; wir erhalten diess negative Zahl, wenn wir von der Lingon-
sahl der Strecke OV, d. 1. von cos B . cos @, die Liingenzahl der Strecke 17U, d. i
sin B . sin o, subtrahieren; es ist also
cos (a4 B) = cos . cos'w — sinfi. sin o
‘ = cos o cos B — sin « sin f.

. Es ergeben sich demnach auch in diesem Falle fiir sin (% + ) und cos (o 4 )
dieselben Gleichungen, die wir in Nr. 12 fanden. — Dass diese Gleichungen auch
dann gelten, wenn jeder der Winkel & und B spits, und ihre Summe gleich 90°
ist, ergibt sich aus der Betrachtung ciner sehr einfachen Figur.

9, Um nun nachweisen zu kinnen, dass die fiir siu (@ -4 £) und eos (@ f) -
gefundenen Gleichungen aueh dann gelten, wenn « und B beliehige (stumpfe oder
fiberstumpfe) positive Winkel sind, miissen wir zuniichst darthun, dass die zwel
Gleichungen )

Sin (900 -~ &) == cos g,

cos (900 + &) = ~— sin o
nicht nur dann gelten, wenn « ein spituer, sondern aneh dann, wenn « irgend
ein (stumpfer oder {iberstumpfer) positiver Winkel ist

Es sei «, ein spitzer positiver “‘Winkel; sctsen wir 90" 4 &, == «, so haben
wir mit Riicksicht anf sin ay = sin (900 - @) = cos o) nnd aos oy == cos (900 |- @) ==
— sin o, die Gleichungen

sin (909 - ) == sin (1800 4- @) == — sin a; == cov ay,
cos (900 - ay) = cos (1800 4 &) == — cos oy == ~— &I oy
Setzen wir forner 1800~ &, = ay, so ergehen sich mit Ricksiclt anf sin ay =
sin (1800 - o)) = — sin a, und cos oy == cos (180" |- &) = — cos o die (leichungen
st (900 e o) = sim (2T00 - o) = —®os @y == cos 7y,

cos (90" + a3) = cos (2700 - o)) == gin ay = - sin 2.
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In analoger Weise finden wir, dass, wenn wir 2700 +

T
== oy, 6000+ oy ==
o5 u. 8. w. sefzen, anch die Gleichungen

sin (907 - ;) = cos o,
cos (900 - o) = — sin ay;
sin (909 - o) = cos ay,
cos (900~} o) = — gin oy

. 8, w. bestehen.

8. Sind nun «; und B; spitze positive Winkel, so ist gemiil 1L immer

sin (& |- B) = sin o, cos Py -} cos «, sin B,
=0 and eos (o - By) = cosey cos By — sin o sin By,
mag nun & -+ f; kleiner oder grifler als 909, oder = 900 sein.

Setzen wir 909 - o = ay, 80 ist

sin (- ) = sin [900 + (s + B)] = cos (2 + )
==.c0s oy cos i — sinoy oin B,
und eon (o + B) = cos [900+ (o, + B)] = — ain (s, + f,)

= — siti'o- cos By — cos oy sin P, .

In diesen Gleichungen, welche gemiil 2. sowobl fiir o -+ {31 << 900 alg aucll
flir @, 4 B; = 900 bestehen und, wie man leicht einsielt, auch dann gelten, wenn
@ -+, = 900 ist, kinnen wir aber wegen

sin ag = sin (900 + &) = cos o
und cos &y = cos ( 90“ + @) = —sin o

cos oy durch sin ag, und sin o dureh — cos @y ersetzen; hiedurch erhalten wir

ain (o~ B) = sin oy cos iy 3 cos ag sin B,
cos (g~ B1) = cos @y cos fiy — sin ay sinB,.

Die fiir sin (« - ) und cos (« - B) gefundenen Gleichungen gelten also auch
dann, wenn  apitz und = stumpf ist,

4. Betzen’ wir ¢y = 1800 -} & = 900 4 ay, so orhalten wir mit Bernfung auf
2, die Gleichungen :

sin (e - f1) = sin [900 + (o -+ By)] = cos (e - By)

== cos oy 08 ) — sin oy sin B,
und cos (og - B;) = cas [900 -} (& -+ B)] == — sin (o ).
= — sin ay cos f; — cos ay sin f;
in dleqen Gleichungen kinnen wir aber wegen
ain oy = sin (900 4 ay) = cos oy
und. cos oy == cos (900 4 ag) = — sin oy

cos ay durch sin ay und sin @y durch — cos @, ersetzen; hiedurch erhalten wir

sin (g = B;) = sin ay cos By -+ cos ay sin By,
cos (ay - B)) == cos o cos B, — sin &y sin B,
Ebhenso finden wir, wenn wir o, == 2700 + & = 900 4 oy setzen,
sin (oy 4 By) == sin ay cos By < cos ay sin By,
cos (ay - By) = cos a; cos B — sin @, sin B,.

Die fiir sin (« -} §) und cos (« - B) gofundenen Gleichungen gelten also auch
dann, wenn £ spitz und a tiberstumpf ist.




20 Brster Abschnitt,

5. In analoger Weise kbénnen wir uns {iberzeugen, dass jede der Gleichungen,
die wir fiir die Sinus und Cosinus der Summen

o+ By wa+B, w+PBy at B
erhielten, auch dann gilt, wenn wir f; durch
By = 900 - By, By = 1800, =900 fy, fy = 27004 P, = 9004 B,
ersetzen.

Die fiir sin {« 4+ §) und cos (z 4 B) gefundenen Gleichungen gelten also auch
" dann, wenn einer oder jeder der Winkel « und Bstumpf oder liberstumpf ist,

6. Endlich ergibt sich aus dem Vorigen durch Berufung auf die Gleichungen
sin (3600 4~ ¢) == sin o,
cos (3600 4 ¢) = cos ¢
‘das Urtheil:

Die fiir sin (« -+ f) und cos {x 4 f) gefundenen Gleichungen sind giltig, wenn
e und f heliebige positive Winkel sind. .

B) Die Gleichungen flr sin(x — ) und cos (« — f) gelten, wenn «
und B beliebige positive Winkel sind.

Sind « und f zwei beliebige positive Winkel und ist « groDer als B, also
a — B irgend ein positiver Winkel, so bestehen wegen

« = (a—f) + B
laut 4) immer die Gleichungen :
sin o = sin {{(a — B) 4 B] = #in (@ — ) cos § + cos (¢ — B) sin §,
cos o == cos [(& — B) <} ] cos (@ — B) cos B — sin (2 — B) sin f.

In diesen Gleichungen kénnen wir sin «, cos «, sin 8 und cos 8 als bekannte,
dagegen sin (x — ) und cos (&« — B) als unbekannte Grolen ansehen; um letatere
zu berechnen, eliminieren wir etwa zuerst cos (» — ), indem wir die Gleichungen

sina.cos B == sin (@ — ) cos * - cos (o — f) sin B cos f
cos o, sin B = cos (x — ) cos B sin f — sin (x — B) sin p?

bilden und durch Subtraction verbindenj hiedurch erhalten wir

sin « cos B — cos o sinf == sin (o — B) . [cos B2 - sin (4],
oder, da cos 32 -} sin ﬁQ stets = 1 ist (Nr. 10, Gleichung 1),

: sin (0 — f) = sin o cos } — cos « sin .

In #hnlicher Weise gewinnen wir durch Llimination der Grobe sin (¢ — f)
die Gleichung

cos (% — f) = cos. & cos B -} sin o sin .

In dieser Weise haben wir, wie wir sehen, flir sin (o — ) und cos (2 — f)
dieselben Gleichungen erhalten, die wir sehon in Nr. 12, 2 fanden; diese Glei-
chungen gelten mithin nicht nur dann, wenn « und f§ spitze, sondern auch dann,
wenn o und f§ beliebige positive Winkel sind und « grioBer als § ist

" Dass die obigen Gleichungen auch dann gelten, weunn & kleiner als § ist,
ergibt sich leicht durch Berufung auf die Gleichungen
sin (— ¢) = — sin @,
cos (— @) = cos o,

C) Die Gleichungen filr sin (x - B) und cos (2 = f) golten, wenn «

und § beliebige positive oder negative Winkel sind.
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Man ilberzengt sich leicht dureh Berufung anf die Gleichungen sin (— o) =

— sin o und cos (— ¢) = cos 9, dass aus den Gleichungen filr sin (¢ -+ B und
cos (- B) die fiir sin (2 — P) und cos (¢ — ) dadureh Liervorgehen, dass man
durch — 8 ersetzt. Bbenso erkennt man, dass man « durck — & ersetzen kann,

Allgemeingiltigkeit der in Nr. ¢ abgeleiteten Gleichungen.

So wie in Nr, 18, 4) 2. fiir die Gleichungen sin (0% «) = cosa, cos (90" ) =
— sin @, kann auch fir jede der Gleichungen, die wir in Nr. 6 fir sin (909 — o),
eas (0¥ — &), sin (1809 = «), cos (1800 - &), sin (2709 4 o), cos (2700 + o), sin (3600 — a),
cos (360" — a) anfstellten, die Allgemeingiltigkeit nachgewiesen werden. Man
erhiilt diase Gleichungen anch dadureh, dass man in den fiir sin (« - B) und cos (@ 4= 9]
gefundenen den Winkel § dureh « und o der Reihe nach durch 909, 1809, 2709 und
360Y ersetst,

Durch Berufung auf die Gleichungen

sin o €os o i 1
g o == —— 0Ly O == —-—  88C & == 3 COSEC O = ——,
cos & sin @ cos o sin o

welche (laut Nr. 2, Nr. & und Nr. 6, 5.) allgemein giltip sind, lisst sich dann
zeigen, dass auch jede der Gleichungen, die in Nr. 6 fir die Tangenten, Cotangenten,
Secanten und Cosecanten der Winkel 900 -- &, 1800 - & 1. &. w. anfgestelli wurden,
die Allgemeingiltigkeit zukommt.

'

Tangenten und Cotangenten der Summe und der Differenz
zweler Winkel.

1. Aus den in Nr. 12 ermittelten Gleichungen IV und V
ergibt sich die Gleichung
_sn (a4 B)  sinccosp o cosasing
tg (@ + ) = cos (z 4+ f)  cosacosf — sine sin B’
dividiert man Ziihler und Nenner des Bruches

sin « cos f -~ cos o sin B
cos o cos B — sin « sin b

durch cos @ cos f, so erhilt man

sin o cos cos o sinf sin o sin B
tg (o« 4 B) = cos e cos B cc.)sa c?s{ﬂ _ —c—c—)—s_&—l Zo—s—ﬁ -
cosa cosf  sina sinf | Sina sinp’
cos o cos f cos o ¢cos 3 cosa  cosfP
nun ist aber (Nr. 10, Gleichung 4)
sin o sin b .
org = tg « und m: tg B
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wir haben demnach die Gleichung -

tg e + tgf
VIIL tg (a + 5) = “ii—fgo T

2. Fe: ner ist

€08 o cos ) — sin o sin B
sin o cos B - cos o sin (5’

_cotyg (a +8)=

wenn man hlel Aahlel und Nenner durch sin o sin p leldlelt und
d1e Glemhunoen :
‘ 08 o cos p S
—— = cotg 2 und - L = cotg 8
sin o sin

beriicksichtigt, so erhilt man die Gleichung
: cotg e cotg p — 1

IX. cotg (a4 B) = cotg B + colga

3. Die Gleichungen VIII und IX, sowie die in #hnlicher
Weise sich ergebenden Gleichungen

X tgle—@) = {qﬁa———‘;g-f-— und

: ‘ ) _cotJacoth'"}“ 1
XI. cotg (¢ — @) = cotg 8 — cotg o

sind allgemein giltig, weil sie aus allgemein giltigen Gleichungen
abgeleitet wurden,

Die goniometrisehen Functionen der doppelten und
halben Winkel.

Die Gleichungen IV, V, VIIT und IX (Nr. 12 wund 15) liefern
Beziehungen zwischen den Munctionen der ganzen, doppelten und
halben Winkel; Bezichungen, welche bei den goniometrischen Rech-
nungen grofle thhule gew;uluen

Setzen wir n‘unhch in den gena,nnten Glclchuncren (5: a, 50
ellmltcn wir S : .

XIL. sin2e = 2 sinacosa,
XL cos 2a == cosa? — gin o2,

XIV. t99a = . 21

XV. coty 20 =

welche Formeln die EllllCthIlen des doppel{en Wml\clb durch die
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. - . 2 -." N . % oo :L
[unctionen des einfachen Winkels ausdriicken., Tiir ¢ = 3 gehen
die ersten zwei ither in

XVL sin 2 = 2 sin % cos 5

2

22 AL
Cos ¢ = | ¢oS E— — s «~2.— s

‘in welcher Form sie ebenfalls hinfig Anwendung finden. Ver-
binden wir die letzte Formel sowohl additiv als subtractiv mit der

Gleichung
' 1 Loxy? 22
= (sm “Qw) +V(w.‘s 2),

so erhalten wir die neuen Formeln

. . - - " ? 2
XVII 1 ——}-— cos @ = 2 (cos L.) s

b

5

XVIH. 1 — cos @ = 2 (sm 2)
welehe namentlich dazu dienen, gewissc goniometrische Ausdriicke
logarithmiseh darzustellen.  Gleichzeitig ergeben sich daraus die
Formeln fiir die halben Winkel, Bestimmen wir nitmlich aus ihnen

x .ow
¢0§ —- und sin -

9 2

, 50 erhalten wir die Gileichungen

n

XIX. sin g =

. e
XX, cos

aus welehon dureh Division

@ 2 /1 = cos
= L= e

1”-|,_ cosa’

A

o F4) | 4
COLY — = i . :(_._-_. / RO
13 L@ l | — cos
v sin o SRR
Diese beiden Wurzelgrolien lassen sich rational davstellen.
Multiplicieren wir niimlich Zihler und Nenner des Bruches unter
dem Wourzelzeichen mit (1 -— cosa) oder mit (1 -+ cosa), so wird
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(

@ l/ 1 —cosa)? 1— cosx
tg-g—: =3

1 — cos 22 Sih T

2 —
und cotg ; — ]/ (1 -+ cosx) _ 14 cosa .

1 — cosx? sin @

Wir haben somit

2 1 — cos sin @
XXL g 9 sine 14 cosa’
_ z 14+ cosa sin .
XXII. coty 2 P

Aus den obigen und den in Nr. 10 enthaltenen Formeln op-
geben sich durch zweckmiBige Combination noch viele newe; man
suche z. B. folgende Gleichungen abzuleiten:

232
.1:!;3inoe=23in(45i§);

232
1= sinx = 2 cos (45 :,:E.) ,

, 2y

Sl’ﬂ?wmw,
1—tga?

0082;2’_——1—-—}—%.

Anmerkung. Gleichung XIX sagt aus: , Wenn der Cosinus eines Winkels eine
gegebene Zahl ist, so ist hiedurch der Sinus dor Hiilfte dieses Winkels wohl dem
abseluten Zahlenwerte nach, nicht aber dem Vorzeichen nach bestimmts —.
Liegt @, die Bogenzahl (die Grsbenangabe in analytischem Winkelmaf - giehe
Planimetriec Nr. 822) des Winlkels, dessen Cosinus gegeben ist, zwischen 0 und 2 =,

[~

also - zwischen 0 und =, so ist sin 3 DPositivy legt aber » zwischen 2 = und 4
2

8

also 3 zwischen = und 2 %, so ist sin 5 nogativ; fiiv » >4 x, abor << 6« ist 5 >

&

2 =, aber < 3 x, also sin 3 Positiv, w. 8. w. Liegt ferner @ zwischen 0 und — 2 =,
2 .

mithin - zwischen 0 und — =, so ist ein Bl negativ, w. s. w,

Das Analoge gilt beaiiglich der Gleichung XX und beztiglich der Gleichungen,
die durch Division aus XIX und XX hervorgehen. -

DieVerwandlung der Summen und Differenzen goniometriseher
=]
Functionen in Producte und Quotienten,

14, 1. Da in logarithmischen Rechnungen Summen und Differenzen
unbequiem sind, so driingt sich uns die Frage auf, ob es denn nicht
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méglich wire, Summen und Differenzen von goniometrischen Fune-
tionen in Producte oder Quotienten zu verwandeln. Kine aufmerk-
same Betrachtung der bisher gefundenen Formeln zeigt uns, dass
dies moglich ist. Verbinden wir namlich die Formeln
‘ sin (a—l—{i)::sinacosﬁ—}—cosasin (3,}
sin (¢ — B) = sin o cos B — cos-a-sin B,
und ebenso die Formeln :
cos (¢ + @) = cos « cos f — sin a sin 8
cos (¢ — f) = cos & cos B - sin « sin B, f
zuerst durch Addition und dann durch Subtmction, 80 erhalten wir
sin (2 4 B) - sin (@ — P) = 2 sin « cos B,
sin (o + ) — sin (@ — B) = 2 cos « sin B, }

und
cos (o - §) -+ cos (@ — B) = 2 cos « cos 8, |
cos (& — ) — cos (¢ + B) = 2 sin a sin B. j
Setzen wir in diesen soeben gewonnenen vier Formeln
4B = A:
«-—f = B,
50 wird

a =l (4 4 B) und § = 'y (4 — B),
und dieselben gehen daher iiber in

XXIII. sin 4 4 sin B = 2 sin A_—‘}?—_j}i €os iL;—é,

XXIV. sind — sin B = 2 cos {{_‘i:_@_ sin ;/1;5

2 ?
XXV. c05 A + cos B = 2 cos 2 —; B cos 4 ; BJ
XXVL cos B— cos A = 2 sin :{1._':5*2 sin "4'12_——

2. Um die Summe oder Differens zweior Tangenten oder Co-
tangenten in Producte oder Quotienten zu verwandeln, haben wir

sin A sin B
WAy =TT oy
o __ sin Acos B < sin B cos A
tgdtigB=- cos 4 cos B !
oder mit Riicksicht auf Formel IV and VI
sin (4 4 B)

XXVIL tg A + tg B = cos A cos B~
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Ebenso erhitlt man’ C
sin (B 4= 4)
cos (4 5= B):
sin A cos B
3. Schliefilich seien noch einige Formeln erwithnt, welche eben-
falls ziemlich hiufig Anwendung finden. Setzen wir nimlich in der
zuletzt gewonnenen Formel B = 4, so erhalten wir

XXVIH. "(:otg A ot cotg B =

XXIX. cotgd-=tgB =

o 1 2
XXX, calg 4 + f(/ A= sin A cos A~ sin24d’
. ‘ N cos 2 4 B
XXX cotg A — tg A = — o = 2 cotg 2 4.

Mit Riicksicht auf die Formeln XXIII und XXIV ergeben
sich, da sin 45" = cos 45" = ', 772 ist (warum?), die Gleichungen
XXXIL sin A 4+ cos A = 4§ 2 . sin (45° - 4),
XXXIIL. sin'd — cos A = — 2 . sin (46" — A).
Durch Division ergeben sich aus den Formeln XXIIT bis XXVI
die neuen Formeln

sin A - sin B ; 4+ B

wsd e B =W Ty
stn 4 — sin B 4 —B
cos A Feos B =1 Ty
stn A + sin' B
cos A — cos B
sin d — sin B
“cos A — cos B
sin 4 - sin B
sin A — sin B
cos A - cos B
cos A —eos B

-Dem Scharfsinne des Schiilers sel noch die Ableitung fulgun‘dur TFformeln iiber-
lassen, DBesteht zwischen drei Winkeln die Relation
LA+ /B £ C-= 1801,
wie dies bei den Winkeln eines Dreiecks der Fall ist, so finden awischen den gonion-
metrischen I‘unbtmnen derselben dlL Beziehungen statt:

sin A —+ sin B -}- .9m O = 4 cos 21 cos ? cos é’
sin 2 d 4 sin 2B —I— sin2 (' = 4 sin 4 sin B sin ()
A+ tyBtgO0=tgd yByd,
4, "B ¢ A B
cqu 5 + :?ot_:]_zvg - cotiy 7 = cot_q»—z— cols 5 colyy 5"
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Mit den bisher entwickelten Tormeln reichen:: wir aus, die
wichtigsten goniometrischen Aufgaben einfach und clegant zu 16sen.
Sollten wir trotzdem auf Relationen gefithrt werden, die hier nicht
vorkommen, so wird es uns ein leichtes sein, dieselben ‘m>it Be-
niitzung obiger Formeln aufzufinden. :

Ziweiter Absehnitt.

‘Die Berechnung der goniometrischen Zahlen und

das Rechnen mit denselben.

Bereechnung der gomiometrischen Tafeln.

Sollen ‘die” goniometrischen Functionen fir uns von Nutzen
sein, so ist es nothwendig, dass wir uns im Besitze von Tafeln be-
finden, aus welchen wir unmittelbar fiir irgend einen Winkel dic
Zahlenwerte seiner' goniometrischen Functionen entnehmen, oder
umgelehrt - zu einer gegebenen Function den zugehtrigen Winlel
finden kounen. Unsere nichste Aufgabe ist daher, zu zeigen, wie
diese goniometrischen Tafeln berechnet werden kénnen, Die hihere
Mathematik gibt sehr einfache und elegante Wege an, solche Tafeln
zu berechnen; allein auch die Klementarmathematik lehrt, wie man
die goniometrischen Zahlen erhilt. _ ‘

Nach Nr. 6 lagsen sich dic Functionen aller Winkel, welche
grofler als 90° sind, durch Functionen von Winkeln ausdriicken,
die zwischen 0V und 90° licgen. Iis wird also geniigen, wonn unscre
Tafeln die Functionen aller Winkel von 00 bis 909 cuthalten. Ja
noch mehr. Da, wenn o ein spitzer Winkel ist, die Relationen be-
stehen: sin o = cos (90Y — o), cos & == sin (909 — @), ty o = coty (90" — a)
u. 8 w., s0 braucht man die goniometrischen Functionen nur fiir
alle Winkol von 09 bis 45° zu berechnon.

4) Verstehen wir unter der Sehne dos Winkels o (be-
zeichnet mit chord ¢) die Lingonzahl derjenigen Sehne, welche
in dem mit dem Radius 1 beschriebenen Kreise dem Centriwinkel
¢ entspricht, so gilt, wic leicht einzusehen, die Gleichubg

sin o = 1/y chord 2 a,

welehe aussagt:
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Der Sinus irgend eines Winkels ist gleich der halben Selme des
doppelten Winkels. '

Nun ist bekanntlich s;, die Seite des reguliren Sechsecks,
welches man dem Kreise, dessen Radius # ist, einschreiben kann,
= » (Planimetrie Nr. 156, 6, 8); ferner ist (laut Planimetrie Nr. 307)
s, = J 2 und (Iaut Planimetrie Nr. 808) 5,y = % ¥5 — 1). Die
Centriwinkel, welche der Reihe nach den Sehnen s, s,, s, ent-
sprechen, betragen 60° 90", 86°; wir haben daher (r =1 setzend)

die Gleichungen
chord 60" = 1, chord 90" = J'2, chord 36° = '/ (J'5 —1).
Dem obigen Satze gemils ist mithin
stn 300 = 1/y chord 609 = 1/,
C sin 450 = 1/, chord 90" = , V2,
sin 189 = 1/, chord 380 = 1/, (J' 5 — 1).

Durch Anwendung der Formeln

—— e . o 1 — cosw
cos o =T 1 — sina’ SN — = ——
? 2 2

erhalten wir die Sinus der Winkel von 150, 7030, ..., 2203(', 119158',...,
90 40 30, ., .; ferner mit Hilfe der Formeln fiir sin (¢ + §) und
sin (« — B) die Sinus aller jener Winkel, die sich aus obigen durch
additive und subtractive Verbindung ergeben.

Kennt man- den Sinus eines Winkels, so ergeben sich mit
Hilfe bekannter Formeln (Nr. 10) dessen Cosinus, Tangente und
Cotangente; die Secanten und Cosecanten pflegt man in die gonio-
metrischen Tafeln nicht aufzunehmen.

Hiufige Anwendung finden die Zahlenwerte
sin 300 == cos 60% = 1/y,
cos 30 = sin 60° Uy V73,
tg 800 = cotg 600 = 1, '3,
cotg 80° = tg 60° = J 3,
sin 45" = cos 45" = !/, V9,
tg 450 = cotg 450 = 1.
B) Die in A) angegebene Berechnungsweise ist, wie man
sieht, sehr beschrinkt. Um die goniometrischen Functionen irgend

eines Winkels berechnen zu konnen, miissen wir einen anderen
Weg einschlagen.

It
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1. Zunichst kénnen wir den Satz beweisen:

Die Tangente irgend eines spitzen Winkels ist grifler als dessen
Bogenzahl, und diese grofler als der Sinus.

Es sei X0Y = o irgend ein positiver spitzer Winkel; der Kreis, den wir
aus O mit dem Radius 1 beschreiben Iidnnen, schneide OX in 4 und 0Y in B,
BC sei das Sinmsloth und AT die Tangentenstracke des Winkels «, also 0B =
sino und AT = tga. Terner sei arc « die Bogenzahl des Winkels o, d. 1. die
Liéngenzahl des Bogens 4 B.

Die Flidche des Dreiecks' O AT ist offenbar grofer als die des Sectors 04 B.
Beltanntlich ist nun die Dreiecksfliche = dem halben Producte aus Basis und Haghe,
und die Sectorfliche = dem halben Producte aus Bogen und Radius (Planimetrie
Nr. 321, I, und Nr. 822, 3); im vorliegenden Falle haben wir daher (wegen 04 =
1) die Ungleichung

1 1
‘—é-.l.tga = g arce . 1
es ist also g & > arc e,

Ferner ist bekanntlich der Bogen 4B grofer als die Sehne 4B; diese
aber, die Hypotenuse des rechtwinkeligen Dreiecks A BC, ist grifler als CB. Es
ist mithin der Bogen AB groler als die Strecke OB, d. b, arc o > sina

2. Aus dem Vorigen folgt, dass auch die Ungleichungen
a _ arca arc «

. [24
g > g gy

bestehen, Wenn man die erste dieser Ungleichungen umkehrt und

. a
sin -
are o eyt 2 a2
: - eos- ) <L ——— {cos — ]
2 2 a 2)’
cos o)

es ist mithin

1 AL 9 gin 2 a
are o . el K <, . S — €08 —,
2 2 2

o\* .
are o . [1 — (sm 2) ] < sina...(m

d. h.

Da nun
o o)2 2
are o .o« (are o) @
- 177 e also auch —m—2 > | sm—
2 2 4 2

ist, so muss

L )2 2
1_—%ﬁ-—<l—(sz’n§),
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folglich mit Riicksicht auf Gleichung (m

' 2 . 2
arc o . |:1 e gﬁq{l{)] < arce . |:I — (sin g) :l < simoo .

sein, ‘mithin die Ungleichung

(arc a)?

are o — - < sin o

bestehen; aus derselben ergibt sich aber die Ungleichung

. “(are @)t
arc o — 81N 0 -.:——4————,

welche. aussagt

Die Differenz zwischen der Bogewa/ﬂ und dmn Siivis i gend, eines
spitzen Winkels ist kleiner als der vierte Theil. der dritten Potenz der
Bogenzahl.

3. Ferner besteht der Satz:

"Die Differenz zwischen der Einheit und dem Cosinus ir q('nd eines
spitaen kaels ist lleiner als cZw Ilcdffe d(’s Quada ates dm Boqen/a/ﬂ

s ist niimlich

S a2
1 —cosa = 2 (sm ‘E“) ;
2

da nun
sin'—;i < am; : , mithin .2 (sin ;) < L@%F) }
o o)2
ist, s0 muss 1 — cos z << M sein.
4, Nun 1st z. B.
arec ' = m == O'OOO 290888 209, -
e 1738 '
i’;‘.’%})_ = 0-000000000006
v 172
a ﬁﬂ%l)._ — 0-000000042 308.

Aus 1. und 2. ergibt sich die Relation

. arce o)’
S ATe O T SUL 0 T are o — (“ff“)“’

und aus 3. die Relation

+ )
I>ewsz2>1— (@ ‘7_2_°_‘_.)_;
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es ist mithin
0-000290888209 > sin 1” > 0-000290 888 203
und 1 > cos 1" = 0999 999 958
Hicraus ersieht man, dass auf zehn Decimalen genau gin 1" =
00002908882 , und cos 17 um weniger als fiinf Kinleiten der achten
Decimale Llemer als 1 ist.

5. Ist. nun =z irgend ein spltvcr und f ein so kleiner
Winkel, dass man statt sin f die Bogenzahl arc b und statt- cos. b

die Lmhmt setzen kann, so gehen -die ‘Gleichungen IV und Vv
(N 12) in folovende uber C '

T .. sin (a + B).= sin a - cos o, are B,
co cos (o~ [5) = cos & — sin o . arc p.

~ Mit Hilfe dieser Glelchungen koénnen Tafeln fur die Sinus und
Cosinus der um Minuten (oder ein kleineres Intervall) fortschreiten-
den Winkel berechnet werden; aus den Zahlenwerten der Sinus und
Cosinus ergehen sich dann die der Tangenten und Ootangénten

6. Da os aber fiir den praktischen Rechner vortheilhaft ist,
die Logarithmen der goniometrischen Zahlen zu haben, so bc-
stimmte man die Bl’lﬂgb schen Logarithmen der I*unctloncn fiir

die einzelnen Winkel und stellte diese in Tafeln zweckmillig zu-
sammen.

Die hiefiir zusammengestellten Tafeln unterscheldcn sich
von einander wesentlich durch ihre Genaunigkeit.

~ Dic am hinfigstén gebrauchten sind die mit 4, b, 6 und 7
Decimalstellen, Zum Taschengebrauche zweckmitflig smd die vier-
stelligen; hingegen fast fiir alle Rechnungen ausreichend sind die
siebenstelligen; dieselben geben die VVlnl\cl bis auf Zehntal-Sekun-
den genau, und sind (1&L1]L1‘ schon zu schr subtilen, wie z. B, astro-
nomischen Rechnungen vollkommen verwendbar. — Wir wollen
bei unseren iolgendcn Rechnungen die fiinfstelligen Tafeln von

Wittstein zu Grunde legen, ' ‘

Die Kinrichtung und den Gebrauch solcher Tafeln lernt man
am besten kennen aus ihren erkliirenden Einleitungen und durch
praktisches Rechnen.  Wir wollen daher im TFolgenden nur das
Nothwendigste iiber das Rechnen mit goniometrisclien Liogarithmen
besprechen.
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Geschichtliches.

Dije Glonjometrie ist ziemlich alt, denn sie ist eine nothwendige Hilfswissen-
schaft der Astronomie, und diese erfreute sich bekanntlich schon sehr friih einer be-
deutenden Ausbildung. Die Griechen bezeichnen als den Schépfer der Goniometrie
den grolien Astronomen des Alterthums, Hipparch von Nic#a, der von 160 bis 125
vor Christi Geburt zu Rhodus und Alexandria becbachtete. Grolle Verdienste um
die Ausbildung der Goniometrie erwarb sich der Astronom Ptolemius, der in den
Jahren 125 bis 140 nach Christi Geburt zu Alexandria beobachtete. Sein Hauptwerk
ist der berithmte Almagest, ein Buch, das Jahrhunderte hindurch sich eines Welt-
rufes erfreute, und bis ins sechzehnte Jalhrhundert die Grundlage fiir alle astro-
nomischen Beobachtungen Dbildete. Die Araber itbersetsten es um das Jahr 827
nach Christi Geburt in ihre Sprache, und im Jahre 1218 liel Kaiser Friedrich IL
von Hohenstaufen dasselbe aus dem Arabischen ins Lateiniseche iibertragen. Erst
als die berilhmten Astronomen Copernicus (gest. 1543) und Kepler (gest. 1630)
auftraten, verlor der Almagest an Bedeutung. Die Goniometrie der Griechen war
aber von unserer wesentlich verschieden., Ziehen wir niimlich die einem Centriwinkel
entsprechende Sehne, so nimmt dieselbe (wenn wir uns auf hohle Winkel beschriin-
ken) zu oder ab, je nachdem der Winkel wichst oder abnimmt. Jedem Winkel
entspricht also eine bestimmte Sehne, und wir kdnnen durch diese den Winkel
messen, Diese Sehnen, durch eine Liingeneinheit gemessen und durch Zahlen aus-
gedriickt, stellen die goniometrischen Functionen der Griechen dar. Die Sehnen-~
tafel, welche Ptolemiins in seinem Almagest gibt, geht von 00 bis 1800, in Intervallen
von einem halben Grade, und ist fiir den Halbmesser gleich 60 Lingeneinheiten
gerechnet, Auf Grundlage dieser Tafel sind dann die Aufgaben der Trigonometrie
aufgeldst.

Die ersten Crundbegriffe unserer Goniometrie verdanken wir den Indern.
Driicken wir niimlich in Fig. 1 das Perpendikel OB fiir alle Winkel von 0V bis
zu 909 durch Zahlen aus, indem wir einen bestimmten I-{albmesser zu Grunde legen,
so stellen uns diese Zahlen die goniometrischen Functionen der Inder dar.
Dieselben sind durch ‘die Araber zu uns gekommen, weshalb man-duch lange diesen
die Prioritiit zusechrich. Wie jedoch der franzsische Geometer Chasles in den
Comptes rendus (Sitzungsberichte der Akademie der Wissenschaften in Paris) 1846
nachwies, ist der Sinus unzweifelhaft indischen Ursprungs, Das Werk Surya-8idd-
. hanta, welches fiir das dlteste astronomische Werk der Inder gehalten wird, enthiilt
bereits den Sinus, dessen Berechnung und die Methode, Sinustabellen zu machen.
Eine Sinustafel wurde auch gefunden in einem Werke, welches astronomische Tafeln
enthilt und als dessen Autor man einen alten indischen Kionig bezeichnet. Der
Kalif Almansor liel dagselbe im Jahre 772 durch Alphazari ins Arabische iiber-
setzen. Spiiter wurde diese arahische Uebersetzung, die den Namen Sindhint
fiihrte, von dem Araber Alkharezmi neu bearbeitet und mit eigenen Zuthaten und
Verbesserungen aus dem Almagest versehen. Dieses Werk war weit verbreitet und
wurde im 12. Jahrhundert durch Athelard von Bath ins Lateinische tibertragen.
Der arabische Uebersetzer gebrauchte in diesem Werke fiir den Sinus das Wort
el geib.. Um das Jahr 900 wurde die Goniometrie durch den arabischen Astronomen
Albategnius (Mohamed al Batani) hedentend vervollkommnet, Dieser gebrauchte
ebenfalls fiir Sinus das Wort el geid. Er deutet in seinen Werken auch schon auf
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die Tangente bin, filhrt sie jedoch in die Rechnung nicht ein. — Der Name ,Sinus®
ist die missverstiindliche Uebersetzung der arabischen Bezeichnung ,el geid“; diese
hat nicht nur die Bedeutung des Wortes ,sinus®, sondern auch die des Wortes néectio®
(das Zerschneiden)., Den Sinus eines Winkels erhilt man, wenn man die Sehne des
doppelten Winlels halbiert, ,zersehneidet®, — Die goniometrische Function Tan gente
war den Indern unbekannt. Der erste, welcher sie zur Erleichterung der Rechnung
einfiilhrte, war der grobe Astronom Regiomontanus, welcher 1476 in Rom starh,
wobkin er 1474 von Papst Sixtus 1V. berufen wurde, um den Julianischen Kalender
zu verbessern. Gleichzeitig soll diese IPunction auch der Astronom Dschemschid
gebraucht haben, welcher um das Jahr 1487 an der Sternwarte zu Samarkand Mit-
arbeiter am Fixsternverzeichnisse des Ulugh Beigh war. — Der Name » Costnus®
wurde 1620 von dem englischen Mathematiker Edmund Gunter eingefiihrt, — Die
Secante und Cosecante kommen zuerst in den grollen goniometrischen Tafeln vor,
welehe Rhiticus, ein Schiiler des Copernicus, auf 16 Decimalstellen fir alle sechs
goniometrischen Functionen berechnete und 1594 in IHeidelberg auf Kosten des

"deutschen Reiches herausgab. Im Jahre 1618 besorgte Pitisens in Frankfurt eine

neue verbesserte Auflage. Diese Tafeln wurden jedoch diberfllissig, als im Jahre
1614 die Logarithmen berechnet wurden, indem man seitdem nur die Logarithmen
der goniometrischén Zahlen in die Tafeln aufnimmt.

Ueber das Rechnen mit den goniometrischen Logarithmen,
Da die Sinus und Cosinus aller spitzen Winkel, ferner die

Tangenten der Winkel untor 45° und die Cotangenten der Winkel
zwischen 45° und 909 kleiner als 1 sind, so werden ihre Logarithmen

‘durchgehends mit negativen Charakteristilken (Kennziffern) behaftet

sein. Um dieses zu vermeiden, pflegt man diese Functionen, welche
kleiner als 1 sind, auf den Halbmesser 1010 zu bezichen, dessen
Logarithmus bekanntlich 10 ist. Die Logarithmen dieser Iune-
tionen werden also durchgehends als Charaktevistils die Zahlen vou 9
abwirts haben; sie sind also alle um die Zahl 10 zu grofs, und
wir miissen daher, wenn wir einen solchen Logarithmus aus dor
Tafel nehmen und in Rechnung bringen, die Charalteristik — 10
hinzufiigen, z. B.

lg sin 370 15’ 26" = 978204 — 10,
indem bei allen trigonometrischen Rechnungen die goniometrischen
Functionen auf den Halbmesser 1 bezogen sind.

Es ist aber nicht absolut nothwendig, bei goniometrischen
Rechnungen diese Kennziffer — 10 die ganze Rechnung hindurch
mitzuschleppen; wie sich dies vermeiden lisst, soll in den folgenden
Beispielen gezeigt werden,

Zur leichteren Uebersicht sei folgende Eintheilung getroffen:
Sonndorfer, Geometrie. I, 2. 3
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1. Es sollen goniometrische Logarithmen addiert oder subtrahiert
werden, wie z. B. bei Berechnung der Werte
“tg o

Tst o = 87° 15 26" und 2 = DH6Y 44’ 24", so finden wir in
den Tafeln

@, = sin « cos b oder @) =

lg sin.a = 978204, lg tg &« = 988116

lg cos p = 973913, lg sin p = 9:92230

lgw, = 9521117, lg », = 995886,
x, = 033202 und @ = 0'90962.

Nach der ausfihrlichen strengen Rechnungsweise hingegen
hitte man obige Rechnung so zu stellen:

mithin

+ 10 — 10

lg sin « = 978204 — 10 lg tg o == 988116 — 10

lgcos p = 973913 — 10 lg sin B = 992230 — 10

lg ¢, = 1952117 — 20 lg wy, = 9:95886 — 10
= 052117 — 1 0-95886 — 1
was jedenfalls viel umstindlicher ist.

Beziiglich der obigen Rechnungsweise hat man sich nur an
folgende Grundsitze zu halten:

Groniometrische Logarithmen addiere man so wie die gewdhn-
licher Zahlen, nur lasse man bei der Charakteristik schliefllich die
Zehner weg, bei der Subtraction hingegen denke man sich, wenn der
Subtrahend grofier ist, als der Minuend, zu letzterem die positive
Kennziffer 10 hinzugefiigt. Uebrigens mache man sich mit der An-
schanungsweise vertraut, unter der positiven Kennziffer 9 immer
die Kennziffer ~— 1 zu verstehen, umsomehr, als man in neuester
Zeit die negativen Kennziffern der Logarithmen der natiirlichen
Zahlen auch auf diese Weise darzustellen pflegt.

2. Multiplication und Division  goniometrischer —Logarithmen.

Wire z. B.

ol

< P
@ = sino? und @, = J tg « cos P
fiir o = 37° 15 26” und § = 56° 44’ 24" zu berechnen, so er-
halten wir

lg sin o = 9-78204 lg tg & = 988116
lg @, = 956408 lg cos B = 9-73913
T == 9-62029

lgzy = lfy & = 9-87343

mithin

x, = 0-36651, =, = 0-74718.
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Wir multiplicieren also den betreffenden goniometrischen Loga-
rithmus mit einer ganzen Zahl gerade so, wie einen gewihnlichen
Logarithmus, nur bleiben beim Product die Zehner der Charak-
teristik wieder weg. Um einen goniometrischen Logarithmus aber
durch die ganze Zahl n zu dividieren, geben wir zur Charakteristik
(n — 1) Zehner dazu und dividieren dann ebenfalls auf gewthnliche
Weise. Dieser Vorgang ist dadurch gerechtfertigt, dass die von
uns vernachlissigte Kennziffer — 10 immer constant bleiben muss.
Wir hiitten niimlich fiir obiges Beispiel zu schreiben:

I = 962029 — 10
+ 20 — 20
mithin /3 2 = 9:87343 — 10 = lg z,.
3. Berechnung der Ausdriicke won der Form

, a
w, = asino oder x, = T
Rei ¢ = 345 und o = 39" 27" 30", so haben wir
lga = 208782, lga = 2:531782
lg sin o = 980313, lgtg a = 991546
lgw = 234095, gz, = 262236,

also
x = 21926, wx, = 41914,

Wir konnen uns hier, ohne einen Iinfluss auf die Rechnungs-
weise auszuiiben, unter « irgend einen bereits berechneten algebrai-
schen Ausdruck, und unter sin @ oder #g « einen ebenfalls bereits
berechneten goniometrischen Ausdruck denken, wodurch unsere Auf-
gabe bedeutend allgemeiner wird.

Hier sind nun zwei Fille miglich: entweder ist der Logavith-
mus des goniometrischen Ausdruckes mit ciner positiven, oder wie
es in unserem Beispiele der IFall ist, mit einer negativen Kennziffer
versehen. Im ersten Falle geschieht die Addition oder Subtraction
so, wie bei den Logarithmen der natiirlichen Zahlen, im zweiten
Falle hingegen hat man folgende Grundsiitze zu beobachten: Man
addiere auf gewthnliche Weise, nehme aber von der erhaltenen
Summe + 10 weg, indem die von uns vernachlissigte Kennziffer
— 10 beriicksichtigt werden muss, Bei der Subtraction denke man
sich jedoch, eche man dieselbe ausfithrt, zom Minuend -+ 10 hinzu-
gegeben, was ebenfalls durch die Kennziffer — 10 bedingt wird.

4. Berechnung der Ausdriicke |

. a
sin @, tg @, cos x oder cotg @ = 5

gk
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Sei
st @ = —é—l—ll——b(j—
B67-04”’
so finden wir
" lg 314-56 2:49770

lg 56704 = 215361
lg sin z = 974409,

folglich
@ = 33041 34" oder
z = 1800 — 33041" 34",

Wiire obiger Quotient negativ, so wiirde man das Zeichen bei
der eigentlichen Rechnung nicht weiter berticksichtigen, sondern
schliefllich nur folgendes Raisonnement machen: Der Sinus ist
negativ, der entsprechende Winkel liegt also im IIL. oder IV. Qua-
dranten, und wir haben daher

@ = 1809 4 330 41" 34" oder
x == 3600 — 33041" 34",

Ist die Natur der goniometrischen Function eine solche, wie
z. B. in obiger Aufgabe, dass der Quotient kleiner als 1 sein muss,
also der Nenner grifler als der Zahler, mithin auch der Logarith-
mus des Nenners grofer als der des Zihlers, so denkt man sich,
um die Subtraction nicht nur ausfithren zu kionnen, sondern um
gleich den goniometrischen Logarithmus zu erhalten, zum Logarith-
mus des Zihlers -~ 10 hinzugegeben.

5. Berechnung von goniometrischen Ausdriicken, bei welchen Winkel
vorkommen, dic grofler als 90° sind.

Wir wollen folgendes Beispiel wihlen, Man berechne

v — V sin atg b
cos Y2
fiir ¢ = 115° 34’ 26", f = 156014’ 22" und y = 216°1"20". Da
die Functionen von Winkeln im IL, IIL oder IV. Quadranten
nicht mehr alle positiv sind, so haben wir, ehe wir an die Aus-
fihrung der Rechnung gehen, zu entscheiden, welches Zeichen der
Wert fir @ erhalten wird. Zufolge der specicllen Werte von ¢,
8, v sehen wir, dass sin o positiv, tg 8 negativ, cos y negativ, jedoch
cos 2 positiv, mithin der Quotient selbst negativ wird, und da die
dritte Wurzel aus eineni negativen Ausdluckc wieder negativ wird,
der Wert von @ ebenfalls das Minuszeichen erhalten muss. Nach-
dem wir nun iber das Zeichen entschieden haben, sind obige
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Functionen durch Functionen von spitzen Winkeln auszudriicken.
Mit Riicksicht auf Nr. 6 finden wir :

stn 1150 34" 26" = - cos 25° 34’ 26" = " cos o
tg 156° 14' 22" = — coty 660 14" 227 = — cotg @’
cos 216° 1" 20" = — cos 36° 1" 20" = — cos ¥’
wobel jetzt die Zeichen nicht weiter zu beriicksichtigen sind. Da
lge = 1y {lg sin o 4 lg tg o — 2 1g cos N} =y m
ist, so werden wir die Rechnung in folgender Weise anlegen.

1g cos o | 9:95522
lg cotg B | 9-64368

l

5 9-59890

r = — 084672 lg cos v | 9-90784
lg cos ¥ | 9-90784

m | 978322

lge = !fym| 992774

Zur Uebung berechne -der Schiiler noch folgende Ausdriicke:

112+87 Resultate
@ == et 4y 1689 177 30" )
Low= gy 9" 1, 2 = — 0-064937.
o oy o _ 512:050 9. @ = 114923’ 54",
c e E = 755487 3. @ = 1760 65 85",
8.ty @ = 045615 . cos 96 43’ 87", 4. w == 1659 47" 24",
L coty w = — 466 sin 600, 5. @ = 1860 56" 147"
) 6. @ = 0'81086.
b, sinx == — “3‘15 . cos THY, ;. wo== (—;—’;0‘;834:1‘,
T @ = 055387
3w og 3190 147
6. o= \l/fs_‘”“ v 9, & = 0-90658.
7. = V e 2150 287 20", 10, & == — 2°2586.
8= B
V sy fiir o = 312933 25"
_ y— = 2330 15’ 31"
P B = 2380 1
V ‘fl a4 = 1010 54744
10. Q0 TR e e T T R LT

ly o sin f siny

Die Anwendung der goniometrischen Formeln zur logarith-
mischen Berechnung algebraischer Ausdriicke.

Die goniometrischen Formeln des vorigen Abschnittes bieten
cine schone Anwendung zur logarithmischen Berechnung von alge-
braischen Ausdriicken; sie machen es némlich maglich, algebraische
Summen und Differenzen in Producte oder Quotienten zu verwan-
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deln. Unter den vielen Beispielen, von denen wir tibrigens einige
bei der Auflosung der schiefwinkeligen Dreiecke kennen lernen
werden, .sel nur eines hier nither betrachtet. Wir wollen nimlich
zeigen, wie man durch Anwendung einiger goniometrischen Formeln
die beiden Wurzeln einer quadratischen Gleichung logarithmisch
berechnen kann.

Die allgemeine Form einer quadratischen Gleichung mit einer
Unbekannten ist bekanntlich

awx? 4 2bwe 4~ ¢ = 0.

Da ¢ positiv oder negativ sein kann, so wollen wir diese
beiden Fille gleich von vorneherein trennen, und daher in Zu-
kunft unter ¢ nur einen absoluten Wert verstehen.

1. ¢ positiv. Wir haben also die Gleichung
ax? 4= 2bx 4 ¢ =
zu betrachten, welche aufgelost fir die belden Wurzeln folgende
Werte gibt:
N ) % s

X = s Ly /=
t a ’ 2 a

Hier sind nun drei Félle zu unterscheiden: 42 — gec = O Im

ersten Falle erhalten wir zwei reelle Wurzeln, im zweiten ebenfalls
zwel reelle, aber gleiche Wurzeln, und im dritten zwei imaginiire
Wuarzeln, Wir wollen den ersten Fall 52 — a¢ > 0 niher ins Auge
fassen und annehmen, dass & positiv sei.

Transformieren wir den Ausdruck fiir #, , in der Weise, dass

f)/ )

ac
—bb 1-— =
= ]/ ; (
wir d, so konnen wir, da unserer Voraussetzung zufolge 52 — ae > 0,

[

Ty g = —
o

. de o . .
also b 5 ‘<1 Ist) 55 = sin ¢* setzen und den dieser Gleichung ent-

sprechenden spitzen Winkel ¢ berechnen, Durch diese Substitution

. ' 1 ac e .
wird aber l/l — 57 = =V 1 —sne? = cosg, und wir erhalten

Ly = ""_(1""603@); Ly '—'_‘_<1+608‘P)7
oder mit Riicksicht auf die Formeln XVIII und XVII in Nr. 16

b 9?2 b 01\?
B = —_ _ . 9 Al
@ - 2 (sm 2), 2, - (cos 2),
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welche Gleichungen bereits die beiden Wurzeln in Ausdriicken dar-
stellen, die zur logarithmischen Berechnung geeignet sind.

Tst b negativ, also b = — @, so erhilt man
2 ¢ ¢ \?
) , Ty = 2 (sm —é-) .
Sei dje Gleichung gegeben

1784632 - 729782 - 21045 = 0.

4 9 ¢
Xy == — i cO8 —
! a 2

ae
bt
zwei reelle Wirzeln besitzt. Die Rechnung ist folgende:

Der hloBe Anblick sagt uns, dass << 1 ist, dass also diese Gleichung

ac N
Al.ls sin @? = finden wir lg 495152
o = 320448, L= 1enea” . igg“;;g
und als Wurzeln c
w = — 081228, @ = — 37772 5 | 976099
Controle: Bekanntlich muss )
9b - 0-31064
- wy = - —
sein da mun Differenz = i,‘)f- 945085
lg— = 061167 : sin g | 972518
ist (siehe *), so finden wir v
9p sin - 9:44140
— = 4-0895. ; .
Die Werte, die wir filr », und z, finden, cos -5 | 0982TH
goben die Snmme w2
oy @y = ~ L08OL (sin L) | Bissas0 l
Diese Anordnung der Rechnung reduciert ) 5
dieselbe anf ein Minimum, und ist nichts weniger ® I " 0°31064
als schwierig. Wir werden diese goniometrische . l 51 030108 n
Auflgsungsmethode der quadratischen Gleichun- v\
gen namentlich dann mit Nutzen anwenden, wenn (003 *»“) 996550 l
die Zahlenwerte der Grolen a, b, ¢ mehrstellig e
sind und viele von Null versehiedene Ziffern oy | 9 OLT

enthalten. — oy | 057717

Fir den zweiten Fall, wo 52 — a¢ = O ist, erhalten wir die
beiden gleichen Wurzeln

&

b
2 = — — und @y = — -,
a a

welche ohnehin direct zur logarithmischen Rechnung geeignet sind.
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2. ¢ negativ. Fiir diesen Fall haben wir die Gleichung
ax? 4+ 2be — ¢ = 0,

welche aufgeldst fir die beiden Wurzeln die Werte gibt

— b+ Vb ac m__——-b»——]/bz—}—ac
a ? - '

2 a

wl:

Transformieren wir diesen Ausdruck gerade so wie frither, so

erhalten wir
b ,
@y 9 ='“;(1 ~T—V1 + %)

Fithren wir nun einen Hilfswinkel ein, indem wir -7 = tg ¢
setzen, so wird

: . 1
]/1—[—%; = l/l-—]—tgcp?: 860§ = e

s¢’
folglich
b 1 b (1 —coso
= =),
« cos @ a cos o
b 1 b (1 - cos
s o )= ()
a cos ¢ a €08 @
oder
b 1— cos sin
X = + *'( : ? ) . ! )
@ sin o cos ¢
b1 4coseg ) sin ¢
By = — — 1.
: a sin ¢ cosq’

oder endlich mit Riicksicht auf Formel XXI und XXII in Nr. 18
b
wo=+—. giige
b 9
ﬂﬁ'2 = — 7&— .cotg~2—— f;'(/ (?f
Ist b negativ, also b == — B, so erhalten wir:

a

z = —}-— % ‘cot'r/fg& tg o,

¢
Xy = —?. z‘g—%tg@.
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Um die Anwendung dieses Falles ebenfalls praktisch zu zeigen, wollen wir
folgendes Beispiel aufltsen: .
o 3222 — T2 — 5 == 0,

Hier ist & negativ. Die Anordnung der Rechnung geschieht in folgender Weise:

ly
a | 150516
1:55630
¢ | 069897
Aus 52 = tg ¢? finden wir
us o = 4y ¢* finden B ‘
— | 9-14267
o = 19921’ 38" g
_g 90 401 4:8” ?l: 005115
und als Wurzeln Differen =_f_b~;=_ 9-09152
@y = - 23174 . By
@y = — 0°067425 fg ¢ | 954576
Controle: cotg% 0-76809 l
25 _ 235, tgép 954576
1 005115
@y b @ = 226; T [
a4, muss also = 2:317425 sein, i “f; 9958191
a, | 0:36500
— m, | 882882
Uebungs-Aufgaben.
1. 24322 — 40 = 1714,
9. a2 — 1102 4 1688 = 0,
3. 80002 4 387z = 8. Controle: o
T 31 2 a2 @ @y = —
e e S BT x ) == .
Lo+ =1 ' “
5 16 K k] — 55

Goniometrische Gleichungen.

Goniometrische Gleichungen nennt man solche, in welchen die
Unbekannten goniometrische Functionen sind. Fiir solche Gleichun-.
gen lassen sich nicht so, wie fiir algebraische, gewisse bestimmte
Auflssungsmethoden aufstellen, sondern hier miissen gewéhnlich
mathematische Kunstgriffe zum Ziele filhven. Einige wichtigere
Beispiele, hier vollstindig durchgefiihrt, werden dem Schiiler zeigen,
auf welche Weise man vorzugehen hat.
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I, Goniometrische Gleichungen mit einer Unbekannten,

1. Man suche den Winkel 2 aus der Gleichung
astnaz = b cos a.

Dividieren wir diese Gleichung durch cos z;, so erhalten wir

atge = b
oder
D
Wire also die Zahlengleichung gegeben
213 sin 2 = 324 cos z,
80 hiitten wir .
324 108
v =513 = 1

Um nun den entsprechenden Winkel x zu finden, hestimmen wir Ig 49 2 und
suchen aus den goniometrischen Tafeln den zugehtrigen Winkel
Iy 108 | 208342
x = 56040’ 42"’ lg 71| 185126

lg tg = | 0118216

Dieser Wert ist nicht der einzige, welcher obiger Gleichung geniigeleistet,
indem alle Winkel, welche um 1800 oder ein Vielfaches von 1800 grofer sind als
@ = 56940’ 42", dieselbe Tangente haben. Dies gilt auch besdiglich der Winkal
— (1800 — &), — (2.1800 — 2,) w. s. w.; wir miissten also schreiben

x = n.1800-- 560 40’ 427

wo n irgend eine ganze positive oder negative Zahl bedeutet. Gewdhnlich sind
aber an solche Gleichungen noch Nebenbedingungen gekniipft, z. B. dass der ge-
suchte Winkel ein Dreieckswinkel sein muss. In solechen Fillen ist dann der richtige
Wert leicht zn hestimmen. Wir wollen daher fast bei allen folgenden Beispielen
nur jenen Wert beriicksichtigen, welchen ans unmittelbar die Tafel gibt.

Aehnlich wie obige Gleichung ldsst sich die allgemeine Glei-
chung

a 8in ™ = b cos ™
auflssen., Wir erhalten nimlich
tg &™ = -Z?—
{ " .
‘und
I
. b
g = —

Diese Gleichung gibt m Werte fiir #g ®, wovon aber bei un-
geradem m nur einer, bei geradem m nur zwei zu gebrauchen sind.
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N
; . b .
Wire z B. m = 3, so gibt l/v&-— einen reellen und zwei imaginire

Werte; da nun kein Winkel existiert, dessen Tangente imaginiir
ist, so hat man nur den reellen Wert zu beriicksichtigen, nimlich -

jenen, welcher unmittelbar durch obigen Wert dargestellt ist. Wire
4+ —

hingegen m = 4, so wiirde l/

zwei reelle und zwei imaginire

Wurzeln geben. Wir erhalten also zwei reelle Werte, welche der
Zahl nach gleich sind, aber entgegengesetzte Zeichen haben, fiir
tg z. Ist also m eine ganze positive Zahl, so kann obige Gleichung
immer ohne Schwierigkeit aufgeltst werden. v
So z B, wiirde man fiir R
sin z? ~ 3 cos w? = 0
finden -
tgx = 4+ \f3.
Nun ist bekanntlich 7 600 = V3, folglich g & = — V'3 = {5 1200, Wir
haben also .
2y = 609 und 2, = 120°,

2. Es ist die Gleichung aufzulsen:
asin (o 4+ ) == b sin (f -+ x).
Entwickeln wir sin (¢ - @) und sin (B 4+ «) nach den bekann-
ten Formeln, so erhalten wir

@ sin o cos x4 acoso sine = bsinp cos e -+ b cos b sin x,
oder, wenn wir durch cos @ dividieren,
asino 4 agcosatge = bsind - bcos B tgwx,
woraus nun weiter folgt
tg @ (a cos o — b cos B) = b sin p — a sin a,
oder schliefilich
bsinfp—asina
aeos o — beos P

g =

Wie wiirde man die Gleichung auflisen
acos (¢ =k w) = bcos (B -x)?
3. Fine schon allgemeinere Form von goniometrischen Glei-
chungen ist die folgende
asma 4 beosz = c

Um diese Gleichung aufzulosen dividieren wir dieselbe durch
a und erhalten

, b ¢
sin x4 — C08 8 = —-
a )
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. b ‘ . .
Setzen wir nun =g 80 geht unsere Gleichung tiber in

, ¢
sinw 199 cos X = —,
@

oder
$in @ cos © - Sin 0 cos X ¢

cos ¢ @
oder mit Riicksicht auf Formel IV in Nr. 12

¢ 008 @
P

sin (o 4+ x) =
Der Winkel ¢ ist durch die Gleichung tg¢ = % bestimmt.
Finden wir also ¢ + & = mf so ist
= m— .

Obige Gleichung kann nicht fiir jeden beliebigen Wert von
a, b und ¢ bestehen. BSoll iiberhaupt ein Winkel x existieren,

welcher dieser Gleichung geniigeleisten kann, so muss ¢2 < a?- 5?2
sein, Warum?

Man l8sc noch die Gleichung auf:
atygx -~ bcotgx = e

4. Ebenfalls einfach und eclegant lisst sich folgende Gleichung
auflosen:
' 2 a sin @ cos @ b (cos x2 — sin @) = 0.

Da niimlich 2 sinx cos @ = ¢in 2 2 und cos x? — sin @? == cos 2 @
ist, so geht obige Gleichung fiber in
asin2aw - beos2m = 0,
woraus folgt

tg 2 x

Eine allgemeinere Gleichung dieser Form ist
@ sin @t cos xt = b (sin 28 -~ cos a8).
Dividieren wir durch d, so erhalten wir

47

b

Subtrahieren wir nun von dieser Gleichung die identische
Gleichung

sin @t cos ! == sin a8 4~ cos x5,

2 sin @! cos ! = 2 sin x! cos &,
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so geht obige Gleichung iber in

a
(~b~ — 2) sin &t cos &t = (cos w! — sin x')?,
oder
17 L .
m (b-— — 2) (2 sin & cos &) = (cos w? — sin )? (cos x* -}~ sin )™

Mit Riicksicht auf Formel XII und XIII in Nr. 16 und da

cos w? - sin 2> = 1 ist, erhalten wir jetat
a—20b .
— i sin 2 @t = cos 2 al
160 :
, g ' . a—2b
Wegen cos 2022 = 1 — sin 2 2 wird, wenn wir gy =™

setzen
moen2at = 1 — sin 2 Y

und dies ist eine quadratische Gleichung mit der Wurzel sin 2 22
Man fithre die Rechnung durch und untersuche, in welchen Be-
ziehungen ¢ und b gegenseitig stehen miissen, dass man fiur sin 2
einen brauchbaren Wert erhalte. Ferner lose man noch die ihn-
liche Gleichung

a sin 22 cos &2 = b (sin x' - cos xf).

Diese Beispiele diirften wohl hinreichend sein, um den An-
finger so weit vorzubereiten, dass er diesen Weg mit Nutzen
weiter verfolge. Wir wollen daher nut noch einige Zahlenbeispiele
hinzufiigen,

1, 160478 sin w — 97485 cos = 0.
2. 81284 sin @2 — 3:0419 cos a? = 0.
8. 134-037 sin 2? -} 824076 cos x® = 0.
4. 4 sin (v~ 140 14" 14") = b sin (x -} 89097 22").
5.9 cos (849 -}~ 2) = 14 cos (610 — ).
6. 21 sin (720 — ) == 17 cos (1120 - =),
7. 81 sin (840 - ) = 67 cos (870 — ).
B, 8 sin w16 cos & == 17,
9. 21 gin @ — 20 cos & = 29.
10. 31416 sin @ -}~ 50376 cos @ = 2°1694.
11, tg @ 4 coly & = 4.
12, 12:468 sin x cos x — 9'376 (cos x? — sin z%) = 0.

18, sin a8 — 7T sin xt cos @t -} cos 28 = O,
14, 4 sin 2t — 17 sin x? cog w? - 4 cos 3¢ = 0.
15, 13 cosec v — 12 colg & = 5.

16. 4 sin at - 8 cos 2 = 3.
17, 4 sec w? + Tig a? = 15.
18, 625 sin @t cos axt = 0.
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Resultate:

1w = 310157517 11, @ == 630267 6",
2, @ == 81027 51" 12, & = 28° 10’ 54"

ay == 1800 — 2, 18, o, == 310487 5",
3. = 126941’ 18", @y = 900 — s,y = 20042y,
4. Der Winkel, welcher fiir = ge- @y = 1800 — z,.
5. | funden wurde, mues der ge- 14, x, = 26033’ 54",
0. | gebenen Gleichung geniige- xy, @y @y, wie'in 13.
7. leisten, 15, & == 22037’ 12",
8 x = 2874’ 22" 16, %, = 600, @y = 1200,
9. & = 138036" 10"". 17, w, = 450, @y = 1350,
10, @y = — (360 43719, 18. @, = 19022 45",

@y = 1000 377 11", %y, 3, @, Wie in 13.

TI. Goniometrische Gleichungen mit zwei Unbekannten.

Hier haben wir zwei Fille zu unterscheiden: entweder kom-
men die Unbekannten in beiden Gleichungen in Form von gonio-

" metrischen Functionen vor, oder, wie es hiufiger der Fall ist, man

kennt die Summe oder Differenz der beiden Winkel und dann noch
irgend eine Relation, welche zwischen ihren goniometrischen Fune-
tionen stattfindet.

) BEs seien die Gleichungen gegeben

sin @ - cos b = 1,
sin z cos y = 0. }

Erscheint, wie es hier der Fall ist, jede der Unbekannten in
beiden Gleichungen in derselben Winkelfunction, so unterliegt in
den meisten Fillen die Auflosung keiner Schwierigkeit, indem wir
die Gleichungen wie algebraische behandeln kénnen. Setzen wir

niimlich sinz = u und cos y = v, so haben wir
wd 4 vf = 1,
uy == 0'b;

diese Gleichungen, nach der bekannten Methode aufgelést, geben
085355, |
014645, |

ud
3

i

mithin
stnx = 1’/6?%%5',
cos y = J 0-14645.
Der Schitler suche daraus @ und ¥.

Diese Gleichungen kommen in der Praxis seltener vor. s
wird daher geniigen, ihre Auflésung blof angedcutet zu haben.
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b) Zwei Winkel sind durch folgende Gleichungen gegeben
x4y = 25, }
sina F- siny = aj;
man berechne hieraus die beiden Winkel.

Da wir die Summe der beiden Winkel kennen, so handelt
es sich zunidchst darum, auch die Differenz derselben zu finden.
Hierzu schlagen wir folgenden Weg ein. '

Nach Formel XXIIT in Nr. 17 ist

. . L4y x—
stn @ --stn y = 2 sin — d cos Y — a,
‘ . 2 2
mithin
r—1 a
Co8 w—r—‘—/—'z 5T
2. 28t &

oder, wenn wir ein- fiir allemal (@ — y) mit 2d bezeichnen,

@ .
cos d = z——-
2sins
Hat man aus dieser Gleichung den Winkel d berechnet, so
ist dann

z = s 4 d, }
Yy = §—d.
Ein zweites Beispiel wiren die Gleichungen
z+y=2s, }
tgx -+ tgy = a
Wir haben hier

sinz | sny o,
cosa coS§ y
oder
sin @ cos y + cos x Sin Yy = a cos T cos Y,
oder ferner '
sin (x -+ y) = a cos T cos Y.

Wenden wir nun die Formeln V und VII (Nr. 12) an, so geht
"unsere Gleichung tiber in
2 sin (& + y) = acos (@ + y) + @ cos (z —¥),
woraus nun folgt '
cos (@ — )
oder schliefilich

_ 2sin (= + y) — a cos (& 4 ¥)

a

08 2 d — 2.5’7:71{23——(!60528.

a
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Diese beiden Beispiele werden geniigen, um den Schiller in
den Stand zu setzen, auch die folgenden Beispiele aufzuldsen.

1. sing—sny = 0836 , =—y == 240147 36"
2 coswcosy =1 , @~y = 905
3. cosw —cosy = 00045 , a-ty = 11203 4927,
. sin X siny = 043801, @« —y == 360
. c08 X coOS Y = 043801, =ty = 90%

350 217 30",
1620 457 10"
440 57 48",

Csinwd— giny?= 0736 , x4y
. cos x2 - cos yt = 0946 , x—y

i

f

4
5
6. sin a2 f-siny? = 1345 , a—y
7
8
9

Llgwtgy = 12 , x4y = 60%
10, sinx fcosy =1 , ®—y = 120147 24",
g x '
11, I = 2y , x—y = 200

Controle: Die Werte, welche fiir = und y gefunden wurden, miissen die
erste der gegebenen Gleichungen hefriedigen.

Dritter Abschnitt.
Die Auflosung des rechtwinkeligen Dreiecks.

23. Mit Hilfe der in Nt. 11 aufgestellten Fundamentalgleichungen
und des Pythagoriischen Lehrsatzes kann jedes rechtwinkelige
Dreieck aufgelost werden, von dem zwei Seiten oder eine Seite
und ein spitzer Winkel bekannt sind. Da aber ein rechtwinkeliges
Dreieck nicht nur durch diese zwei Stiicke bestimmt ist, sondern
aunch durch Grofien, welche sich durch Combination der Seiten er-
gehen, so wollen wir noch einige Relationen kennen lernen, welche
sich auf solche specielle Fille beziehen.

Schreiben wir die Gleichung ¢ = « . cos B (siehe Nr. 11, I)
in Form einer Proportion, so haben wir
l:cosB=a:c
und daraus
1:(1 —cos B) = a:(a—c),
1: (14 cos B) = a:(a-+ o),
oder mit Riicksicht auf Formel XVIII und XVII in Nr. 16

B\2
1: in —
2(sm 2)
B2
1:2 (cos —2—) = a: (a4 ¢),

= a: (a— c),
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woraus nun folgt:

o . B o ¢ R— ] o c
. XXXIV. sin 5 = Ty XXXV. cos 5= 5
und

XXXVLtngzl/ﬂ:ﬁ
72 a4 c
Wir haben nun folgende vier Fille:
1. Iis seien gegeben die Hypotenuse a wnd die Kathete D.
Um die zweite Kathete ¢ zu finden, haben wir
¢ =V ar—0> = ¥ (a-F0b)(a—0).
Der Winkel € ist bestimmt durch die Gleichung
b

cos C —= =
@

und Winkel B aus
B = 909 — C oder direct aus sin B = —ZL
® @
Zweckmiifiger ist es jedoch, den Winkel C' aus Gleichung
XXXVI zu bestimmen; hieraus folgt

p g _Va»-‘—b
T9 =V axv

Wire z. B. @ = 46:3520m und b = 355077 m umd ¢, ¢ und B
zu suchen, so wird die Rechnung auf folgende Weise am zweck-
miifligsten angelegt.

Wir haben

Ige = Yallg (@ — 0+ 1g (a0}, a | 463520
! ' a8
L R AU 1 P — b | 35077
oder a— b | 10°8445
lge = 1Yy%, a0 | 818597
¢ ) ' Ig (@ — B) | 1:08520
lgtg — =1 B g a0
, g =he Ig (a40b) | 191807
mithin S ‘
¢ = 29795 m, ) 2'94&27
S _ oo A 912913
2 ’ lge | 147414
e ‘ : i Z | esot07
C = 40"0’ 0" und B = 50" 0" 0" 995 | 0

Die Liinge des Perpendikels p, welches aus dem Scheitel des
rechten Winkels auf die Hypotenuse gefillt werden kann, ist ge-
gehen durch die Formel

p = —Z:—:i = »S—AIfa'l—-—?ﬂ.

Sonndorfer, Geometrie, T. 2. 4
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9. Bs seien gegeben die beiden Katheten b und ¢.
Die Hypotenuse ist bestimmt durch

@ =1+
der Winkel B durch

und ‘VVinkel ¢ durch
¢ = 90.— B oder sin (' = %

Fiir die Rechnung vortheilhafter wird es jedoch sein, nur
Winkel B direct aus den gegebenen Grillen zu bestimmen und zur

. R b
Berechnung von a die Formel o = — anzuwenden,
e sin B

Ist z B. & = 238 m und ¢ = 240 m, so gibt nebenstehende Rechnung

Iy ®| 2:37658

— 0 LA 24
B = 440457 38", lg o | 238021

@ = 338 m,

¢ = 45" 14" 20", _ Ig tg B | 999637
Tiir die I._liinge des Perpendikels p finden wir Ig % | 237658
wogen p = b sin ¢ lg sin B | 984766

p = 16899 m.
lg o | 2:52892

g ¢® | 2:38021

Rei einiger Uebung bringt man es leicht zu
der Fertigheit, dic mit einem * bezeichneten Loga- lg sin O | 985129

rithmen weglassen wu kinnen,
! & Iy p | 222787

3. Qegeben die Hypotenuse o und ein spitzer Winkel, z. B. B.
Um die fehlenden Stiicke C, b und ¢ zu finden, haben wir
die Gleichungen ‘

¢ = 90 — B,
b = a sin B,
¢ == a cos B.

Beispiel. In einem rechtwinkeligen Dreiock ist die Hypotenuse ¢ = 31456 m
and B = 320 15° 20’4 wie groh sind ¢, & mnd e?
lg sin B | 972730
Iy o | 249770

— 570 44’ 40"
¢ =57 0% lg cos-B | 992720

b 16788 m, - —
¢ = 266:01 m, : Iy b | 222500

Iy ¢ | 2:42490

4. Gegeben eine Kathete b und, ein spitzer Winkel B,
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Die unbekannten Stiicke ergeben sich aus den Gleichungen

C = 90 — B,
0=t
sin B’
] — L
= tg.B'
Beispiel, Sei & == 266:01m und B == 57044’ 40"; wie grob ist « und e?
' Iy sin B | 992720
Igb | 242490
a = 31456 m, ) lytg B | 0-19901

¢ = 16788 m. lga | 249770

Iy c | 2:22499

24. Die in der vorigen Nummer erirterten vier Auflosungsfille
fiir das rechtwinkelige Dreieck lassen sich mannigfach combinieren.
Bei all’ diesen combinierten Aufgaben kommt es aber immer nur
darauf an, sie auf obige Fille zuriickzufihren. Kinige Beispicle
werden das Nihere crliutern.

o) In cinem rechtwinkeligen Dreicck ist gegeben die Summe aus
der Hypotenuse und einer Kathete, und ein spitzer Winkel; man lise
dasselbe auf.

Das Dreieck wird aufgelést sein, sobald es ums gelingt, aus
diesen gogebenen Stiicken die einzelnen Seiten und Winkel des-
selben unzweideutig zu bestimmen, Is sei also a -~¢ = m uud
Winkel B gegeben.

Wir haben bekanntlich ¢ = « cos B, mithin wird

a4 ¢ = a-+ acos B =m,
oder
a (1 -4 cos B) = m,
oder mit Riicksicht auf Formel XVII in Nr. 16

K]

Kennen wir aber «, so finden wir

[4]

¢ =m—aund b = asin B.
B) Von einem rechtwinkeligen Dreiecl sei belannt der Umfang
w und das Perpendikel p; man suche die Seiten und Winkel dessclben.
Um den Schiiler zu eigenem Nachdenken anzuspornen, seien
nur die Resultate nebst cinigen Andeuntungen angefiihrt.
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Aus der Bedingungsgleichung (a 40 +4-¢) = w finden wir
mit Beriicksichtigung des Pythagoriischen Liehrsatzes
2bec = u?— 2 au.

Zwischen den drei Seiten und dem Perpendikel besteht aber
folgende Beziehung:
be = ap;
mithin ergibt sich
©ou? .
2(uw+7p)

Die beiden Katheten b und ¢ sind bestimmt durch die Glei-

chungen
o \2
b == (u— a)| cos 5

_ LAY
¢ = (n—a)| sin 2) {
dap

(u — a)?

voransgesetzt, dass 4 ap << (u— @) ist. Wiire das Umgelehrte
der Fall, so wiirde kein Dreieck existieren, welches den gegebenen
Bedingungen geniigeleistete.

o4 —=

sin ¢ =

7ur Selhstibung sei dem Sehiiler noch die Auflisung folgender Aunfgaben
empfollen:

1. 8ci o ¢ = 576 m und B = 450 14/ 28" wie grob ist 4, & und ¢?

2, 8¢i a5 = 18m mnd ¢ == 12m; wie groh ist @, b, Bund C, und wie con-
struiert man dieses Dreieck direet aus den Daten? (Planimeirie Nr. 164, 5.)

3, Der Umfang eines rechtwinkeligen Dreiecks hetriigh 816 m, das Perpendikel
anf die Hypotenuse 168:09m; man suche dic Seiten und Winkel desselben.

4. Ist ein rechiwinkeliges Dreieck durch die Hypotenuse und das Perpen-
dikel bestimmt? (Planimetrie Nr. 166, 22.)

5. In einem rechtwinkeligen Dreieck ist & -f-¢ = 124m und a = 96347 m;
man lose das Dreieck auf. (Planimetrie 164, 7.)

6. Die Summe der beiden Katheten in einem rechtwinkeligen Dreieck betriigt
43889 m und der Winkel B == 579 44 40" wie grob sind dic drei Seiten?

7. Tn einem rechtwinkeligen Dreieck ist bekannt das Perpendikel p = 3000 m
und einer dor spitzen Winkel € == 489 44’ 36"". Wie findet man e, 5 und ¢?

8, Die beiden Hypotenusensegmente in einem rechtwinkeligen Dreieck seien
3 und 12m. Ist hiedurch das Dreieck bestimmt nnd wie wird es aunfgeldst?

0. Die Fliiche eines rechtwinkeligen Dreiecks ist f = 840 m?, dessen Hypo-
tenuse & = 58 m; wie grof ist b, ¢, B und O?

Controle:

¢? = (a4 b) (@~ D).
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Vierter Abschnitt.
Das schiefwinkelige Dreieck.

Fundamentalgleichungen des schiefwinkeligen Dreieclks.

Um Bezichungen zwischen den Seiten und Winkeln eines
schicfwinkeligen Dreiecks aufzufinden, zerlegen wir dasselbe in
zwei rechtwinkelige Dreiecke und wenden auf diese die in Nr. 11
aufgestellten Formeln an. Das Zerlegen in zwei rechtwinkelige
Dreiccke geschieht dadurch, dass wir aus
einer Ecke ein Perpendikel auf die gegen-
iiberliegende Seitenlinie fillen. Hier kon-
nen jedoch zwei Fille cintreten: entweder
liegt dieses Perpendikel innerhalb oder aufier-
halb des Dreiecks, und wir haben daher
jeden dieser Fille fiir sich zu betrachien.

Tig. 19.

Bezeichnen wir in dem schicfwinke-
ligen Dreieck 4BC in Fig. 19 dic den Winkeln A, B und ' gegen-
iiberliegenden Seiten der Reilie nach mit a, 0 und ¢, und ziehen
wir CD = h normal zu AB = ¢, so ist im rechtwinkeligen Drei-
eck ACD

he=10bsnd...(,
AD =bcos 4 ... (2
im rechtwinkeligen Dreieck 5 CD hingegen
h=oasinB ... (5,
BD = acos B ... (4
Aus Gleichung (1 und (8 folgt aber
bsin A = asinB ... («
und aus Gleichung (2 und (4 durch Addition
AD 4 DB = b cos A+ acos B,
oder wegen AD + DB = ADB =
= bcesd+acsDB ...

Diese zwei Gleichungen (2 und (f sind dic beiden Funda-
mentalgleichungen fiir das schiefwinkelige Dreicck, denn aus ihnen
leiten wir die zur Auflosung des schiefwinkeligen Dreiccks noth-
wendigen Lehrsitze ab. Khe wir aber dieses thun, haben wir



b4 . Vierter Abschnitt,

noch zu zeigen, dass diese zwei Gleichungen auch bestehen, wenn
dasg Pelpenchkel CD auﬁerhalb des Dreiecks fillt, wie in FIO‘ 20.
/\ub dem rcchtwmkchgcn Dreieck ACD erhalten wir wieder
Tig. 20. : ho=bsin CAD . .. (b,
AD = bcos CAD ... (6,
und aus dem rechtwinkeligen Drei-

eck BCD

& h=asinB ...(1,
"\\\ DB = acos B ... (8
S~ B Die Gleichungen (5 und (7 geben
z ,

. b sin CAD = a sin B,
und Gleichung (6 von Gleichung (8 subtrahiert gibt
3D — 4D = ¢ = acos B— bcos CAD.
Nun ist aber / CAD = 180 — 4, mithin sin CAD = + sin 4
und cos CAD = — cos A; wir erhalten demnach
bsin A = asin B,
¢ = acos B - b cos 4,
also dieselben Gtleichungen wie frither. Die Gleichungen (o und (B
sind somit allgemein giltig. .

Wirden wir diese Betrachtung auch fiir die beiden ub110(,n
Eeken des Dreiccks durchfiithren, so erhielten wir cbenfalls w1cd(,1
fir jede Teke zwei solche Gleichungen, und wir haben daher im
Ganzen folgende sechs Gleichungen:

hsin A = a sin B, \l
¢ sin A = a sin C, J @

hsin 0= ¢ sin B

’

w = becos O ¢ cos B,
b =acsC+ccosd, ¢
¢ = b cos A 4 a cos B.
Aus diesen Fundamentalgleichungen leiten wir nun folgende
Lehrsitze fitr das schicfwinkelige Dreicck ab:
1. Der Sinussatz. In jedem schiefwinkeligen Dreiecl verhalten
sich die Seiten so wie die Sinus der gegeniiberliegenden Winkel.
Verwandeln wir niimlich die drei Gleichungen unter (&
Proportionen, so erhalten wir
a:b = sin A :sin B,
a:c = sin 4 :sinC,
b:ic = sin B:sin C
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diese drei Proportionen kounen wir in eine einzige
a:b:ic=sind:sinB:sinC
zusammenzichen, welche obigen Satz reprisenticrt.
Dieser Satz wird gewshnlich die Proportion der Sinus oder
kurzweg der Sinussatz genannt.

9. Die Proportion der Tangenten. J[n jedem schicfwinkeli-
gen Dreieck verhilt sich die Summe zweier Seiten zur Differenz der-
selben, wie die Tangente der halben Swmme der gleichnamigen Winkel
wwr Tangente der halben Differenz dieser Winkel.

Wir haben nach Obigem die Proportion

w:b = sin A : sin B.

‘Nun wissen wir aber aus der Lelre von den Proportionen,
dass sich bei jeder Proportion die Summe der Vorderglieder zur
Differenz derselben gerade so verhilt, wie die Summe der Hinter-
glieder zur Differenz derselben. Aus obiger Proportion folgt somit
die neue

(@ +0): (@ — b) = (sin A 4 sin B) : (sin 4 — sin B),
oder wenn wir che Tormeln XXIIT und XXIV in Nr. 17 beriiclk-
sichtigen,
A+B A—Db A—DB A4 B

g » — oy “ . * it - o
(a+0):(a—10) = 2 sin gy 00— ! 2 sin g 008

Dividieren wir jetzt beide Glieder des zweiten Verhiiltnisses

A+ B A

— B .
durch 2 cos g (08 —g—, 80 erhalten wir

(a+10):(a—10) = tg“l"gj’f:tg fl;f’,

welehe Proportion obigen Satz darstellt.

3. Der Cosinussatz. In jedem schicfwinkeligen Dreieck ist
das Quadrat siner Seite gleich der Summe der Quadrate der belden
iibrigen Seiten weniger dem doppelten Producte dieser beiden Seiten
multipliciert mit dem Cosinus des eingeschlossenen Winkels.

Zur Ableitung diescs Satzes dienen die drei Gleichungen
unter (8. Multipliciert man niimlich die erste dieser Gleichungen
mit b a, die zweite mit b und die dritte mit ¢, so crhilt man

a? = ab cos C -+ accos B,
b? = abcosC-}—bccosA,
62 = becos A 4 accos B.
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Wenn wir nun je zwei dieser (leichungen additiv verbinden
und die hiedurch gewonnene Gileichung von der jeweilig dritten
subtrahieren, so erhalten wir folgende drei Gleichungen: ‘

a? = b2 2 2beccos 4,
b2 a? - ¢ — 2 a'c cos B,
2 a? -4 02— 2 ab cos C,

und diese reprisentieren obigen Satz.

I

Dieser Satz, welcher hiiufig (nach dem franzéisischen Staatsmanne und Mathe-
matiker L. N. M. Carnot, 1758-—1828) der Carnot’schec Lehrsatz genannt wird
kann auch ohne Zugrundelegung obiger Fundamentalgleichungen abgeleitet werden
Siche Nr. 209, Nr. 270, IL. und II7, dor Planimetrie, und Nr. 11, T.

Was lisst sich beziiglich der Werte sagen, welche a durchliuft, wenn in der
Gleichung @ = B4 > — 2 bocos 4
der Winkel A von 09 bis 1800 wichst? — Bei Beantwortung dieser Frage . zeigt
sich, dass der Pythagoriiische Satz nur uin specieller IFall des Cosinussatzes ist.

4. Schlieflich wollen wir noch die sogenannten Mollweide’schen
Gleichungen kennen lernen. Zwischen den Sciten und Winkeln
irgond eines Dreiecks A BC bestehen niimlich folgende Gleichungen:

2

() cos])_g—g: @ ¢os B; C,
. B4 C ., B—C
(b — ¢) sin —:5— = a sin ——g—.

- Zur Ableitung dieser Gleichungen dient dic Proportion der
Sinus, Wir haben niimlich
bia = sin B:sin 4,
¢cia = sin O sin A.
Verbinden wir diese zwei Proportionen sowohl additiv als sub-
tractiv, so erhalten wir '
(0 4c)ta = (sin B sin C) : sin 4,
(b—¢):a = (sin B— sin C) : sin 4,
oder, da A = 1800 — (B 4- C), mithin sin 4 = sin (B4 C) 1st,
b+ e)ia = (sin B+ sin C): sin (B4 0,
(0 —c)ia = (sin B— sin C) : sin (B -+ C).
Wenden wir nun die Formeln XXIII und XXIV in Nr. 17

und die Formel XVI in Nr. 16 an, so gehen diese beiden Pro-
portionen iiber in

-0 b—( 3 4-C - B C
(O+c)ia = 2sn ?gﬁ €08 B?} ¢ : 2 sin ZL%——E cos L—;:*;
B+ . -B—C. B4 C B+ C
(b—c¢):a = 2 cos g sin g 2 sin —y cos —g
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nach Kiirzung durch die gleichen Tactoren in den inneren und
finfleren Gliedern crhalten wir:

b+c)ia= cosB;C:cosB;—C,

b—c):a = sin 'é)——;g sin §—2I;0,
welche Proportionen in Gleichungen verwandelt die Mollwoide’schen
Gleichungen geben.

Diese Gleichungen wurden im Jahre 1804 von dem italienischen Mathematiker
Cagnoli und im Jahre 1808 von C. B. Mollweide (gest. zu Halle 1828) auf-
gestellt.  (Siche Dr, I'riedr. Kruse; Jllemonte der qumetrie.)

Verbindet man die Mollweide'schen Gleichungen durch Division, so erhiilt
man die (im Jahre 1583 von Theodor Fink aus Ilensburg gefundene) Tangenten-
proportion.

Nachdem wir nun die allgemeinen Lehrsiitze fir das schief-
winkelige Dreieck kennen gelernt haben, wollen wir jeden der ein-
- zelnen Auflosungsfille fiir sich betrachten.

Dreiecksberechnung aus einer Seite und zwei Winkeln,

1. Iis seien .gegeben ¢ine Seite « und die Deiden anliegenden
Winkel B wnd C; man suche dic iibrigen Sticke,
Der dritte Winkel A bestimmt sich unmittelbar aus dor be-
kanuten Gleichung
4 = 1800 — (B 4 ().
Dic Seiten 0 und ¢ finden wir mittels der Proportion der
Sinus; wir erhalten néimlich

y . O sin B wnd o = & sin C
sin 4 sin 4’
oder, da sin 4 = sin {1800 — (B -+ C)) = sin (B -+ ) ist,
a sin 3 a sin ¢
' wm@Br o W= B0 _
Um -den Flicheninhalt aus den gegebenen Stiicken zu finden,
haben wir nach Nr. 270, IV der Planimetrie Fig, 21,
ah

oder, da aus dem Dreieck (Fig. 21) ACD
b= 0 sin C folgt,

1h sin C ' |
f = bt :
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wenn wir schliefilich fir b seinen oben gefundenen Wert setzen,
erhalten wir
__a*sin Bsin O
f= 2 sin (B+CY
Beispiel. Es sei a = 576 m, / B = 550 13’ "3” ud /= 490 587517
man 1¥se das Dreieck auf.
B3| 550 13" 23"

Die Rechnung wird am ecinfachsten in der
¢ | 49 58 51

Weise durchgefiilirt, wie das nebenan befindliche -

Beispiel zeigt, Wir finden als Resultate A | T4 4T 46
4 = 749 477 46", ly sin B | 991454
b= 49098 m, - - g a | 276042
¢ = 45712 m. lg sin | 9-88413
Um Iy £ zu finden, brauchen wir nur dic beveits Iy asin B | 2:67496.
unter einander stehenden Logarithmen von « sin O ly sin 4 | 998452
und & zu addieren und von ilirer Summe Iy 2 zu sub- ly @ sin €' | 2764165

frahieren, Wir erhalten Iy b | 269044

J = 108132 m?2, ly ¢ | 2:66003

Controle: lg ab sin C | 533499
=VisG—d) s—0) (s — o) Ig 2 | 0-30108

s = Uy (0 b+ o). T gr | 503396

Wire statt der beiden anlicgenden Winkel ein anlicgender
und der gegeniiberliegende Winkel gogeben, so wird dadurch an
der Rechnung nichts gedindert, indem der dritte Winkel ebenfalls
wieder bekannt ist. ' :

Aufgaben,
a /B ya
1. 21278, 280977127, 65959’ 59", Controle:
2. 341841, 610117 50", 73045 15", W sin Bein O
3. T304, 6L 87197,  TTVL1 8" T BFO)

4. 7288, 630837167, 800 9’ 7,

¢ (5 — — ) (s — o).
12804, 80847 117, 1740 13 30" Vib—ab=0k—9

[

Dreiecksberechnung aus zwei Seiten und -dem von ihmen
cingesehlossenen Winlkel.

7, Es seien gegeben die Seiten o und b und der wvon ilnen einge:
schlossene Winkel C.
Um die beiden Winkel 4 und B zu finden, beniitzen wir die
Tangentenproportion. Wir haben niimlich

' A—}—B 4—B
(a4 0): (a—-—b) g Y g
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tolglich
_ A— B a—0 | A4+ B
W =g +5° g
Da nun 4 4+ B = 180 — C, also fl{;—-B = 90 — —g— und
tg A:)i-B = coty —g— ist, so konnen wir aus obiger Gleichung die

4—D
Gréfde —5— finden und erhalten dann, da nunmehr sowohl 4 — B

als 4 4 B bekannt ist, die Winkel 4 und B selbst.
Die dritte Seite suchen wir mittels des Cosinussatzes. Sie
ist gogeben durch die Gleichung
62 = a - 0% — 2 abcos C. ,
Diesen Ausdruck konnen wir durch Kinfilhrung eines Hilfs-
winkels ,logarithmisch¥ machen. Wir kénnen niimlich auch
schreiben: '
03 = (o"-{—-bl~|—2rcb———zctb—2cabcoab
hlemus folgt nun GlltWLdGl
= (a4 0)2— 2ab (1 4 cos (),
oder
e = (0 —0)? + 2ab (1 — cos C).
Diese beiden Gleichungen gehen mit I»ucksmht auf die Formeln
XVII und XVIIT in Nur. 1() ubel in

C N2
e = (u- b — 4dab (cos T) s

= (4 — 1) 4 4dab (.sm —)

oder ferner in

- ab 7\ 2

Setzen wir nun

4al
(“ + b)l (co.s —————— ) = sin ¢?,
4 ad

was uns gestattet ist, da ———xs CESOE hichstens gleich 1 wird (warum?),
und ferner

4 ad . C )2 t0 42
e & SVRY e | = ¢
(a-——b)’l('S ) g%
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so gehen die Gleichungen (m und (n iiber in
¢? = (a4 0)2 (1 — sin 9% = (a 4 b)* cos ¢
1
2 — (g — D)2 ) = (g — D)2
¢ = (a—0)2 (1 +tg ¢ = (a — D) cos O
woraus schliefflich folgt

¢ = (a-+bcoso .. (1
oder

¢ = (&« —10). . (2

cos ¢

Ueber die Beniitzung dieser beiden Gleichungen sei Folgendes
bemerkt. Die Berechnung von ¢ aus Gleichung (1 ist dann zu
empfehlen, wenn o < 46% ist. Je kleiner ¢, desto genauer ¢. Wird
g > 450 dann empfieblt sich zur Berechnung von ¢ die Gleichung
(2, nur darf der Unterschied (¢ — &) nicht zu kléin werden. Wird
(a — b) sehr klein, so schlagen wir folgenden Weg ein. Wir
schreiben die Gleichung

: Cy?
¢ = (0 — b)) 4ad (sin —E—)

in folgender Form

N2 AT
¢t = 4 ab (sin —g—) 1+ (a ) )
2 . O
4 ab (sm ?)

— 2
(a ) — = i w?

. Oy
4 ad (.sm E—)

und erhalten dadurch

setzen

2 sin 7(5‘ J «b

C08 W

Offenbar ist

ta/ﬂg w = W_’
oder

tang w == coty Y.
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Schliefilich wollen wir noch zeigen, dass die Seite ¢ ohne
Cosinussatz sehr einfach und elegant mittels der Mollweide’schen
(leichungen gefunden werden kann. Wir haben niimlich

A4—B a-—bt 4+ B
T T a9 T

Wenn wir diese Gleichungen in der Form

(a — D) siné—g-—]f

(o + D) cos ——5— +B

A—B _

g

. . A—B .
schreiben und nach dieser —— berechnen, so werden wir sehen,

2

dass wir die Ausdriicke (¢ — b) sin é:;—_-@ und (a 4 ) cos é-g—g

auch noch anderweitig verwerten konnen. Suchen wir niimlich
aus den Mollweide’schen Gleichungen ¢, so finden wir

m~mmﬁ+§
c = % .B ?
s g '
(w ~+ 0) cos ;L
° 4A—B
€08 ——, 2

. . A—nB Vi
Wir brauchen also nur mehr sin 5 und cos = 5 4l

berechnen, um ¢ zu erhalten.
Der Flicheninhalt ist gegeben durch die Formel

F = ab sin C
-2

Beispiel.

Bs sel @ = 24866m, b = 10212m und ¢ = 997 32’ 44'; man. suche dic
iibrigen Stiicke.

Wir wollen die dritte Scite ¢ mittels der Mollweida’schen Gleichungen
suehen und unsere Rechnung demgemil anlegen.
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Wir ﬁndeﬁn durell nebenstehende ¢ logogaryna’
Rechnuzg;*— A B |80 2716
B ’ !
—y— = 40013 38* ill;—B 40 13 38
A—D 1 ”
—g— = 10T A a | 24866
bt 10212
—_ B { &
;13 = ;g ﬁ fi a5 | 85078
= o a—b | 14654
und aus doppelter Rechnung
¢ = 284056 m. ly (@ — B) | 0°16596
. . . . A+ B .
Der Tlicheninhalt wird auns der ly sin -~ 9 9'81012
obigen einfachen Formel berechnet, Man
erhiilt A+ B
F = 19521 m2 ly (o — 0) sin »%_——— 9-97608
Die Anordnmng der Rechnung ist A4+ B
lg D) cos ———= | 042784
wieder eine solche, dass so viel als mig- 9 (@ =+ 8) cos 2
lich vermieden wird, eine oder die an- 1 e+ B) | 054504
dere Zahl zweimal anschreiben zu miissen. g R
8o schreibt man =z B. beim Auf- lg cos —::-—— 9+88280
selilagen der einzelnen Logarithmen
4+ B : :
g (& ) und Iy cos {1__2t__ gleich um Ig tg A_;__lz 054894
cine Zeile tiefer und setzt dann ihre
Summe iiber sie in die cinstweilen leer A B
] — b) st 9-9760
gelassene Zeile, indem wir jetzt die lg (@ — ) sin 2 8
Differenz der beiden Logarithmen ly sin 4 —DB 952268
. A 2
Iy (a — D) sin 5
and lgc | 045340
A+4DB 448 :
Ig (@ =+ ) cos ‘2" lg (o b)kco‘ —p | 042784
g~ bilden haben, um unmibtelbar lg cosA ;B 997445
lgtg =——-= zu erhalten,
Igc | 045339

Nachdem man dic Winkel 4 und B gefunden, untersuche man, oh sie der
Gleichung 4 -+ B -+ € = 180° geniigeleisten. Hiebei ist jedoch zu beachten, dass

die Winkelsumme auch dann =

1800 ausfillt, wenn die Werte —4———;—@—,

Ig (a-+0)

und Iy (o — &) unrichtig, die an diese Werte sich Iniipfenden Rechnungen aber
riehtig sind. (In diesem Falle wurde niimlich ein Dreieck, in welchem a, & und ¢
Werte haben, die von den gegebenen verschieden sind, richtig aufgelist.) Man

4 .
muss dahor genau nachsehen, ob dic Werte —z‘—Bﬂ a0, a—10b Iy (a4 b)
ly (@ — b) richtig sind, — Nachdem man 4 und B als richtig Dbefunden, ermittle

man die Grobo Ige; diesclbe ergibt sich ans doppelier Rechnung.
In all’ jenen Fiillen, wo es sich darum handelt, das Dreieck vollstiindig anf-
zuldsen, wird man die dritte Seite am zweckmiibigsten mittels der Mollw cide’schen
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Gleichungen berechnen. Wonn man aber die beiden Winkel nicht bendthigt, sondern
nur die dritte Seite, wie es bei vielen praktischen Aufgaben der Fall ist, so thut
man besser, zur Berechnung derselben den fiir die logarithmisehe Rechnung  ein-
gerichteten Cosinussatz zn benfitzen. Ein Beispiel aus der Praxis soll dies zeigen.
s sei dic Entfernung zweier Punkte auf dem TFeldo zu bestimmen, Die
localen Verhiiltnisse gestatten nicht, von A4 nach B (Fig. 22) zu messen. Wir
withlen daher einen dritten Punkt € so, dass wir von ihm aus nach 4 und nach
B visieren nnd mesgen ktnnen. Wir messen also die Distanzen AC = 4 nund
B = a und iberdies noch den / A QB = / C. Die Resuliate der Messung seien:
a = 24890 m, b = 13945 m und / O = 87052’ 28"".
" Um nun die Entfernung 4B == ¢ zu {inden, wenden wir Gleichung (1 an, niimlich
¢ = (a - D) cos o,
wo ¢ durch die Gleichung

2 V- Ecos—g

gin © == P + b
gegeben ist,
o ¢ |8705228"
06 1{;;.(3‘-Q . §435614
A 5 B '
bty ;| e

(@ -~ by | 38835

lga | 2:39602
Ig b | 214442
4 lg ab | 454044
‘ J Ig Vab | 227022
lg2 | 030103

Die Rechnung gibt uns fiir den
Hilfswinkel ° 0
@ = 430427 4", ) Iy cos 0 9-86739

Wir finden demnach 0
o — 98076 m. lg2 Viabeos o | 242864

lg (@ -+ D) | 2:58928

Controle:
lg sin g | 9-83941
g d
ab sin - cos o ==
2 2 ly cos @ | 985911
'v'# (.S‘ — (L) (S‘ - ll) (-S‘ . C). Z.(] ({l + Z)) 2:58923
lye | 244834
Aufgaben:
@ h yat
1, 52, - 56, 67" 227 48",
2. 147, 186, 135 B4 32 .
3. 8048, 3772, 32 18 7,
4. 468, 8+84, 72 43 46 .
5, 4845, - 9127, 144 35 52 ,
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Dreiecksbereehnung aus zwei Seiten und einem gegeniibex-
liegenden Winkel. ‘

Is seien gegeben dic Seiten a wnd b und der der Seite a gegen-
iiberliegende Winkel A; man lose das Dreiock auf.

Um den Winkel B zu finden, haben wir die Gleichung
gin B == b sin A,
a

welche sich unmittelbar zur logarithmischen Rechnung eignet. Der
Umstand jedoch, dass der Winkel B durch seinen Sinus bestimmt
ist, fiihrt auf eine Unbestimmtheit von eigenthiimlicher Art. Die
Sinus zweier Nebenwinkel sind cinander gleich; wir erhalten also
fir B zwei Werte: den, welchen uns unmittelbar die Tafel gibt,
und jenen, welcher diesen zu 180 ergiinzt. Um nun zu bestimmen,

ob Dbeide Werte zuliissig seien, oder ob nur einer unseren Anfor-

derungen geniige, haben wir zwei Fille zu unterscheiden. s
kann nimlich @ > oder << als b sein; fir @ = 0 wird auch
A4 = B

1. > b. Tir diesen Fall ist (Planimetrie Nr. 164, 3) das
Dreieck vollkommen bestimmt. Es fragt sich also nur, welcher von
beiden Werten fiir B der brauchbare ist. Wir wissen, dass der
grioferen Seite auch stets der grolere ‘Winkel gegeniiber liegen
muss; es muss also A >> B sein; folglich haben wir fir B den
kleineren Wert zu nehmen. Dass beide Werte nicht gleichzeitig
kleiner als 4 sein komnen, licgt in der Natur der Sache. Der
dritte Winkel € ist dann bestimmt durch

C = 180 — (4 + B)
und die dritte Seite am einfachsten durch

a sin C
— s d

2. Ist a <. b, so muss auch A4 < B sein. Unseren Bedingungen
geniigén also beide Werte von B, und es sind daher in diesem
Talle, wie wir bereits in der Planimetrie (Nr. 164, 3) gesehen haben,
zwoi Dreiecke moglich. Wir erhalten, wenn wir den Wert, den
uns die Tafel gibt, mit B bezeichnen,

B = f und B = 180° — §.
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Dic Bestimmung von ¢ und € geschieht so wie frither. Schliel-
lich wollen wir -noch untersuchen, ob denn fiir den Fall o << b
wirklich immer zwei Dreiecke existieren, die unseren Bedingungen
geniigeleisten; oder ob nicht auch der Fall eintreten kinnte, dass
fiir diese Bedingungen gar kein Dreieck existiert. Zu dicsem Be-
hufe bestimmen wir die dritte Seite ¢ durch die in (#', Nr. 25, auf-
tretende Gleichung

¢ = bcos 4 -+ acos B.

Da der Winkel B unbekannt ist, so suchen wir ihn durch
dic gegebenen Stiicke auszudriicken. Wir haben gemif (¢ in

Nr. 25

. b .
sin B = — sin 4,
@

mithin
. b2,
c0s B = - 1 — — sin 42,
a
oder
]. e

cos B = - - lfa" — b?sin A2

folglich

¥ c = bcos 4 i]fa2-b? sin A2,

Hier haben wir nun drei Fiille zu unterscheiden:
> .
a = b sin 4.
<

Fiur den ersten Fall wird die Wurzelgréfie reell und wir er-
halten zwei Werte fiir ¢; es existieren also zwei Dreiecke, — Fiir
den zweiten Fall verschwindet die Wurzelgrsfle und wir bekommen
fiir ¢ nur einen Wert; es existiert also dann nur ein Dreieck, welches
den gegebenen Bedingungen gentigeleistet, und zwar ist dieses
Dreieck rechtwinkelig und. seine Hypotenuse b. Warum? — Tritt
endlich der dritte Fall ein « << b sin 4, so wird die Wurzelgrsfic
imagindr, wir erhalten fiir ¢ zwei imaginiire Werte, d. h. es gibt
kein Dreieck, welches die gegebenen Stiicke enthalten wiirde. Das-

selbe Raisonnement ergibt sich beztiglich der Gleichung sin B =

b sin A ) .
————; denn diese kann cbenfalls nur bestehen fiir b sin 4 <<

oder hichstens = a. Fiir b sin 4 > @ wird der Quotient > 1; es
existiert dann kein Winkel, dessen Sinus dieser Gleichung geniige-

leisten wiirde.

Sonndorfer, Geometrie, 1. 2, b
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dargestellt? — Siehe Planimetrie Nr, 164, 8.
Beispiel. Ts soi o = 44'568m, b = 56:078m und 4 = 44918’ 51", Da

@ << b ist, 8o wird unsere Aufgabe unbestimmt.

o B = b sin A..
a
Wice die Rechnung zeigt, ist
a > b sin 43 wir erhalten also zwel
Dreiecke, welche obigen Bedingungen
geniigeleisten.
B = (1981'17",
B'= 118 28 43 ,
16} 749 52,
¢'= 17 12 26 .

Die Seiten ¢ und ¢’ herechnen
wir aus

{

asinC ,  asn(’

: ¢ = — ?
sin A’ sin A

und finden .
¢ = 61376 m,
¢’ = 18878 m.

Controle:

Yy absin @ =V s(s — @) (s — ) (s — ¢}

Suchen wir sin B aus

Aufgaben:

a b 4
1. 12487, 04763, 670 24" 36",
2. 26602, 31456, 57 44 40 .
3. 64736, 85016, 34 26 18 .
4. 009852, 097837, 19 1 31 .
5. 697-36, 44401, 112 206 h4 .

Igb | 174879
lg sin A | 984422
lg bsin 4 | 159301
lg @ | 1°64902
lg sin B 9‘94-399

B} 61 31 17

A | 44 18 51

B’ {118 28 43

C| 74 952

¢ 17 12 26
lg sin O | 998320
lg o | 164902
lg sin C" | 947104
Iy asin O | 163222
lg stn A | 9:84422
ly a sin ¢" | 112006
lg e | 178800
lyc' | 127584

Dreiecksberechnung aus den drei Seiten.

Ts seion gegeben die drei Seiten a, b und c; man suche die drei

Winkel und den Flidcheninhalt.

Die Winkel finden wir aus dem Cosinussatze
a? = b2 4 ¢2— 2 be cos A.

Aus diesem folgt niimlich

cos 4 =

0% 4 2 — a?
2bec

v (m,
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‘Wir wollen nun versuchen, diese Formel so zn transformier en,
dass sie ,logarithmisch“ werde.

Nach Nr., 16 haben wir die beiden Formeln

L4 Vﬁé&zl
sin “9« =] "’—"2 H

4 1+ cosd
008 5 = l/w———2——~:

Zur Rechten des Gleichheitszeichens belalten wir hier nur dzw Zeichen -
bei, weil / A zwischen 00 nnd 1800 liegt, -

Substituieren wir fiir cos 4 seinen Wert aus Gleichung (m,
$0 erhalten wir

. 1 b2} 02 — g2
o A T 20c
g = P) ’
- Z)2+c‘3—-a‘2
00314—— T 2be
2 2 ?

oder, wenn wir unter den Wurzelzeichen auf gemeinschaftliche
Nenner bringen,

4 20— 02— 24 g?
“"?—V T dbe ’

4 1 /2bcF Dt =l
—§‘ - 7

4bc

_l/cﬂ*(b—-e)?
=V Tane

A4

2
cos-fii = l/(_w_b-—c)i-—a?
2 T Y ?

oin L ]/(CH-Z'-—C) (a—b-f-c)

oder endlich

2 4bc
4 (b+c—l—a)(b+c»—a)
g = l/ ibe

5":‘.‘
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Setzen wir nun

a-4-b4c¢c = 25,
g0 wird
a+b—ec=2(—¢c),
a—b-4c=2(—0),
bdc—a =2(—a),

und unsere beiden Forme‘ln nehmen die einfache Form an

PPN/
cos~«—l/ s(s—a) _sb—a)

nach welchen wir nun bequem den Winkel A berechnen kénnen,
. A
Noch einfacher gestaltet sich die Rechnung, wenn wir #g 5 suchen,

Wir haben niimlich

(s—10) (s—c)
be

sin 5
A ,
oo 4 5 (5 — a)
] be :
oder
A 1/(s—D) (s—o) 1
=V Se—a @

und dieser Formel analog

B_1/6=4 =0

tg7 = .S‘(S———-?)) (2,
g = %{’2..(&

Der Flicheninhalt ist gegeben durch die Formel

f=Vst—a)y(s—0)(s—c) .. (4.

Wenn man das Product der in (1, (2 und (3 auftretenden
Wurzelgrofien bildet, den Bruch abkiirzt und dann Zihler und
Nenner desselben mit s multipliciert, so findet man

-

A B
t975~tg§--tg§~.sz=f...(5.



Dreiecksherechnung aus den drei Seiten.

Beispiel.

Die Seiten ecines Drelecks seien a = 9:0704 m, b =

== T'6063 m; wie grol sind die drei Winkel und die Fliiche?

Um die Anordnung der Rechnung
miglichst einfach zu machen, wollen wir
folgende kiirzere Schreibweise einfiihren:

4 l/(s——b) (.9—-(,) {u
= s (s —a) Na

und analog

-
5,9-2— = l/TVﬁ_,
g

ey

' Y

Die hier nothwendigen Summie-
rungen je zweier nicht jmmer unmittel-
bar untereinander stehenden Logarithmen
Ikbnnen hei einiger Uebung leicht aus-
geflihrt werden.

Nachdem man Iy /' auf Grund der
Gleichung (4 gefunden, untersuchie man,
ob wirklich gemii[& G}

lJtJ2 +lf/tf/ g Tlys +"799—qu

ist. Hiebei ist aber 'wohl zu beachten,
dass obige Gleichung auch dann be-
stelien muss, wenn die mit * bezeichne-
ten Werte fehlerhaft, aber die Rech-
nungsverbindungen, in welche diese Werte
genommen wurden, richtig sind, Die
mit ¥ bezeichneten Logarithmen miissen
daher schr sorgfiltiz ermittelt werden.

Ist die Rechnung richtig durchge-
fithrt, so muss die Summe %‘— e 5 + TR

wenigstens sehr nahe, 900 betragen, wie
es wirklich der Fall ist.

Wir finden als Resultate:

A = 67029’ 14"
B = 61 44 14
0 = 50 46 32
F = 30384,

69

86481 m,

a | 90704
b | 86481
. ¢ | 76063
25 1258248
s (126624
Die Summe dieser J s —a | 35920
drei Zahlen muss { ¢ — & | 401438
= g sein. \ s — ¢ | 50561
ly s | 110251
Iy (s —a) | 055534
""lzg (s — &) | 0-60361
ly (s — ¢) | 070382
ly Za 1:30743
ly Na 165785
pil
2y ty ) 964958
A ;
lg ty 7 0-82479
ly ZB 1:25916
ly Nrj 1-70612

"3

awwf

=
lg ty f,’)—
ly 7

lgN.
.'/Y

955304

9-77652

1-15895
1-80633

2mm§

935262

Iy ty f 967631
2y s | 2:20502
2l f | 296528
Iy f | 148264
“4' [ L n
I 188044738
B
5 [soB2 8
aas
¢ .
5 |25 2317
%90 0 3
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Aufgaben,

a b [
1. 49708, 48695, 44676,
2. 89805, 1'7619, 8:0715.
3. 72756, 7:0928, 14948,
4. 14275, 20474, 84705,
5. 80066, 59591, 20955,

Verschiedene Aufgaben iiber Dreiecke.

Die drei Seiten und drei Winkel des Dreiecks lassen aufior
den obigen TFillen noch die mannigfachsten Combinationen zu,
namentlich wenn man auch die drei Héhen des Dreiecks mit in
Verbindung bringt. Einige Beispiele werden den Schiiler in dieses
Gtebiet einfithren, ‘

1. In einem Dreieck sind gegeben die Summe der drei Seiten wnd
zwel Winkel; man lose das Dreleck auf. (Planimetrie Nr. 164, 6.)

Der dritte Winkel ist bestimmt durch die Gleichung

: ¢ = 180 — (4 4 'B).

Ferner sei ,
at+b4dc=2s..@1
wo also 2 s gegeben ist.

Um die einzelnen Seiten zu finden, haben wir aus der Pro-
portion der Sinus : '
a sin B a sin C

= ———— und ¢ == —m—— 2
st A sin d ’

und wenn wir diese Werte in Gleichung (1 substituieren,

sin B sin C
a - a4 — a4 — = 2s,
+ sin 4 + sin A ’

oder
a (sin 4 4 sin B + sin C) = 25 sin 4,
mithin
; 2ssin 4
“= A - sin B 4 sin C ?
und analog ‘
-h — 2ssin B
T osmd4+sin B+ sinC
2ssin ¢

sin 4 4 sin B - sin C
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Diese Formeln lassen sich auf eine elegantere und zugleich
slogarithmische Form bringen. 'Wir haben n#mlich nach Nr. 17
die Relation

sin d -+ sin B4 sin C' = 4 ¢os 4 cos B c0s O,
4 2 2 2
wenn A -+ B 4 C = 1800 ist, und erhalten somit

25 . 2 s fi_cos»«

, 2 2
a = s
4009—4—cos~— 08 ——
°3 g 3
oder ‘
LA ' . B . C
e S §111 —— 097 e
5 sin sin 5 g sin 5
4 = , b= ¢ ==
. ¢ _ A C , 4
o8 5 o8 5 o8 5 cos £} cos 7 cos 5

Diese Formeln ergeben sich auch aus der Gleichlung (5, welche in Nr. 29
gewonnen wurde.’ .

2. Iin Dreieck soll aufgelost werden, wenn man die Grundlinie a,
die Summe der beiden idibrigen Seiten b 4 ¢ = m und einen Winkel
an der Grundlinie, z. B. B, kennt. (Planimetrie Nr. 164, 5.)

. Um den zweiten Winkel an der Basis, nimlich C, zn finden,
schlagen wir folgenden Weg ein. :

‘Wir haben die Gleichung b 4 ¢ = m,

a sin B a sin C .
welche wegen & = ——— und ¢ = ———" iibergeht in
g_ sin 4 sin A 5
a (sin B 4 sin C) = m sin A.

Da 4 = 180 — (B + (), also sin 4 = sin (B -~ C) ist, so

erhalten wir ferner
a (sin B + sin C) = msin (B - C).-

Wenden wir nun auf diese Gleichung Formel XXIIT in Nr. 17

und Formel XVI in Nr. 16 an, so verwandelt sich dieselbe in

B+C B—C " BLC B4C
2 €08

D) ¢o8 5 = 2m sin g

2 a sin
oder

B—C BAC

 cos = L €08 ~r
2 , 2
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Um nun aus dieser Gleichung C' zu finden, entwickeln wir
zi beiden Seiten nach den Formeln VII und V in Nr, 12 und
haben dann

@ €08 — cos ¢ + « sin B st M €08 —- €08 ¢ m st € in B
0 C08 — o8 - B o §IM - = 5 €08 5 — TN SN - 8T -
2 2 2 2 2 7.2 2 27

. . . ‘ . B )
oder, wenn wir jetzt diese Gleichung durch das Product sin g o8
dividieren,

cacotgg ~- @ty —g— = m colyg g ~= M tg %,
woraus folgt
C m—q B
tg 5 = ma coty 5
Die Seiten b und ¢ kénnen wir mittels des Sinussatzes finden,
Wir kinnen aber auch den Cosinussatz anwenden ; wir haben niimlich.
0% == a? - ¢? — 2qc cos B.

Aus b 4 ¢ = m folgt b = m — ¢, und dies substituierend,
erhalten wir :

m*— 2me - 62 = a? + ¢ — 2 ac cos B,

oder

2¢(acos B— m) = a?— m?
mithin

[t
und

: me — g2

) T N —— e,

2 (m — a cos B)’

oder

) — a2 - m?— 2 am cos B

2 (m ~— a cos B)

8. Liin Dreleck st aufzulosen, wenn dic Basis a, der Unterschied
der beiden anderen Seiten b — ¢ = n, und der Winkel an der Spitze
A bekannt ist.  (Planimetrie Nr. 164, 4.)

4. Von einem Drelack kennt man die Busis, die zugehdrige Hihe
und, den Winkel an der Spitze; man lise das Dreiech: auf. (Plani-
metric Nr. 166, 23.) . '

5. In einem Dreieck sind gegeben die beiden Segmente der DBasis
und der Winkel an der Spitze; ist dieses Dreieck bestimmt? (Plani-
metrie Nr. 164, 11.)
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6. Iis selen gegeben dic Basis, der Winkel an der Spitze und
dic Summe oder Differenz der Quadrate der einschliefflenden Seiten.

7. In einem Droieck kennt man den Umfang, die Hihe und den
Winkel an der Spitze; wic wird man dasselbe auflisen? (Planimetrie
Nr. 164, 6 und Nr. 264, 5).

8. Die drei Hohen cines Dreiecks hy, hy, wnd hy seien beleannt ;
ist dadurch das Dreieck bestimmt? (Planimetrie Nu, 218, 2.)

9. Bs seien gegeben die Hohe und dic beiden Winkel an der
Basis; man lgse das Dreieck awf. (Planimetrie Nr. 166, 2.)

10. In ¢inem Dreieck kennt man die Basis, eine der beiden an-
deren Seiten und die Hohe; wie wird man dieses Dreieck auflisen?
(Planimetrie Nr, 166, 2.) '

Als Anwendung der hier gegebenen allgemeinen Aufgaben 18se man folgende
specielle Zahlenbeispiele, in welchen mit @, &, ¢ die Dreieclsseiten, mit 4, B, ¢
die drei Winkel, mit # die Fliche des Dreiecks und mit lyy by und By die drei
Hthen des Dreiecks bezeichnet sind.

S = 05032 m2 B = 128095’ und @ = 279 5",
== 203 m, b — ¢ = 8485 m, 4 = 1870 15’,

8. b= 62835 m, a-}¢c = 76195 m, B = 49037’ 48",

4ooa-bbdec = 84m, 4 = 5307’ 48", B == 670 22’ 48",

6. bfc—a = 112m, 4 == 2804’ 91", O = B3V 7' 48", _

6. f=57198m% Ik = 045 m, B = Tav {2’ 20", 'wo h, die von 4 ang
gezogena Hohe bedeutet.

7. f=8tem? b-Fc = 28em, 4 = 59029’ 23",

8 a=386m b4 c=1586m B:C =2:1. (Man herticksichtige, dass
hier A4 = 180 — 3 C ist.)

0 Iy = 21m, hy = 19m, ky = 25 m.

10. Dis beiden Segmente der Grundlinie o sind p = 26 m, ¢ = 196 m und
der / 4 = 13006’ 19", '

o

Finfter Abschnitt.

Anwendung der trigonometrischen Lehrsitze
auf Vier-~ und regelmiBige Vielecke und auf
die Feldmesskunst.

Aufgaben iiber das Viereeck.

31. Nach Nr. 189, 1, 2, 3 der Planimetric ist ein Viereck im all-
gemeinen durch finf von einander unabhiingige Bestandtheile be-
stimmt. Wir wollen nun versuchen, ein Viereck, von welchem man
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finf von einander unabhingige Bestandtheile kennt, trigonometrisch
anfzulosen. .

1. In dem Viereck ABCD seien bekannt die drei Winkel 4, B
und C und die beiden gegenitberlisgenden Seiten @ und ¢; man suche
durch Rechnung die ilbrigen Stiicke einschliefl-
lich des Flilcheninhaltes.

Um dieses Viereck aufzulbsen, verlin-
‘gern wir die Seiten & und & bis zu ihrem
Durchschnittspunkte £, Dadurch entstchen
zwel Dreiecke AED und BLC; von jedem
derselben sind eine Seite und zwei Winkel
bekannt; wir konnen sie daher nach Nr. 26
auflosen, Wir finden ndmlich aus dem Drei-
eck AED

Fig. 23.

AR — @ sin D ' _ . sin 4
sin (4 + D) wmd DE = - (4 F D)
und aus dem Dreieck BEG
pgm_ © sin __csin B
BJ;7 e » E—‘ llﬂd O.E == m—,
wo fi = B 4 (' -- 180" ist, also sin £ = — sin (B 4 C). Da nun

AB = (AE — BE) und (D = (DE — CE) ist, so haben wir
schliefilich

_ asinD e sin C
" sin (4 4 D) + sin (B4 C)
@ sin A . ¢sin B

Swmd+D Tam @O
Den Flicheninhalt finden wir, indem wir die Flichen der

Dreiecke AZD und BEC suchen und die Differenz bilden. Auf
dicse Weise erhalten wir als Formel fiir den Flicheninhalt

f= a2 sin A sin D + ¢? sin B sin C
28in (A+ D) ' 2¢n(BFCY
Aunfgabe. Seia = 12634 m, ¢ = 9605 m, 4 = 64013' 26", B == 06044’ 21"’
und O = 123017’ 54", wie grob ist &, d und f. ]
Welehe Aenderungen erleidet -die Lisung, wenn 44 D = 180" wird und
o = oder > ¢ ist?
2. In dem Viereck ABCD (Fig. 23) seien gegeben die Seiten
a, b und ¢ und diec Winkel A und B; wie findet man die ibrigen
Winkel und die Sette d?




Aufgaben iiber das Viereck. 5

Man suche zuerst die Diagonale BD und den Winkel CB.D
und dann mit Hilfe dieser beiden Stiicke die Seite d und den
Winkel C. Man fithre, auf diese Andeutungen gestiitzt, die voll-
stindige Auflosung dieser Aufgabe durch.

3. Von einem Sehnenviereck kennt man die wvier Seiten a, b, ¢
und d; man suche dic Winkel 4, B, C und D und den Flichen-
inhalt f. ‘

Bezeichnen wir in dem Sehnenviereck
ABCD (Fig. 24) die Seiten der Reihe nach
mit @, b, ¢ und d, dic beiden Diagonalen -
mit m und n und die Winkel mit 4, B, ¢
und D, so ist nach Nr. 186, 7 der Plani-
metrie 4 = 180 — € und B = 180 — D.
Wir haben also nur die beiden Winkel 4
und B zu suchen.

Tig, 24,

Bestimmen wir die Diagonale m aus <1
den Dreiecken 4BD und BCD mittels des
Cosinussatzes, so- erhalten wir bekanntlich

m? = a4 b2 — 2 ab cos 4,
m? == ¢? - d? 4 2 ¢d cos 4,
aus welchen zwei Gleichungen nun die neue folgt:’

@t 42— 2 abcos A = ¢ - d 4 2 od cos A

)

oder

a4~ b2 — ¢ — 2
2ab 4 2¢d

Um diesen Ausdruck logarithmisch zu machen, setzen wir den
fiir cos A gefundenen Wert in die Formeln

sin :{1_ . 1 —cosd
Mg = -

14 cosd

COS8 —— = 2 )

cos A =

und erhalten

o4 ]/2((,b+2ccl—a,2——b2+02+d2
g = 4 (ad + cd) ’
co'—{l— . l/?ab»{—2cd+a?+bﬂ——c2—d2
I 4 (ab F cd) ’
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oder

Y V (¢ 4 d)? — (a — 0)?
oy = i(ab+cd)

. 4 (@ 4 b5)2 — (¢ — d)2
s = 4 (ab + cd)

und schlieBlich

s[n»-~4 Y l/(c+d+(o—b) (c+d—a-0)
2 T ab + cd ?

. 4 @+bt+c—d) (a+d—c+d)
g = l/ll/ ab 4 cd -

Fithren wir nun hier eine #hnliche Bezeichnung wie in Nr. 29
ein, indem wir setzen

a+b-4c+d=2s
so wird, wie man sich leicht iberzeugt,

a+b4c—d=2(s—d,
Gt b—ctd=2(—o0)
a—0bdchd=2(—b),
bdctd—a=2(—a),

und unsere Formeln gehen tiber in

4 (s—a) (s —b)

sin = =

2 ab +cd

A4 (s—¢) (s—d)
g = ]/ ab 4-cd
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Aus diesen beiden. Formeln ergibt sich aber eine noch ein-
fachere und bequemere; wir erhalten nimlich durch Division

A _ (8 —a) (s — D)
g = (s—eo)(s—d)

Um den Winkel B zu bestimmen, haben wir eine iihnliche
Rechnung durchzufiihren, indem wir die Diagonale 5 aus den Drei-
ecken ABC und ADC ermitteln. Wir finden schliefilich

IR VA= 1 =)
o = (s—a)(s—d)

Der Flicheninhalt f ergibt sich durch Addition der Dreiecks-
flichen ABD und BCD. Von jedem dieser Dreiecke kennen i
zwei Seiten und den eingeschlossenen Winkel, und wir haben daher
ihre Flachen gegeben durch die Formeln (Nr. 26)

848D = 2254 g Apep — cdsind
Es ist also
J = (ab+ cd) f%—é = (ab + ed) sin —écosé,

) . 4 A .
oder, wenn wir fiir sin <~ und cos — die Werte setzen
? 2 7

2

f=Vi—a)(s—0)(—o(s—a.

Lassen wir das Sehnenviereck in ein Dreieck ibergehen, in-
dem wir d = o setzen, so erhalten wir die in Nr. 29 abgeleiteten
Formeln,
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Beispiel. Iis el gegeben

@ == 41245 m, b = 45064 m, ¢ = 22347 m und d = 31048 m.

a 41-245
b 45064
¢ 22347
d | 381048
2¢ | 139704
s | 69852

s — a | 28607
Summe J.v — b 24788

Wir treffen wieder dieselbe Anordnung —25s ls — ¢ 47505

der Rechnung wie in Nr, 29 und erhalten die

Resultate s—d | 38804
' 4 g (s — a) | 145048
o= 81048 32", lg (s — b) | 1'39424
B ly (s —¢) | 167674
5= 45 50 44, Iy (s — d | 158887
oder ly (¢ — a) (s — b) | 285072
' A = 63087 4", ly (s — ¢) (s —d) | 326561

C =116 22 56 , 4
" B = 91 41 98 , 21y tg 5 | 9'68511

D = 88 18 82 . '

. lg tg —'g'- 979256
Fiir die Fliche finden wir

S o= 11433 m?, Ip (s — b) (s — ¢) | 307098
lg (s —a) (s —d) | 804885

21ty is 0:02568
lg tg g 0-01282

27 f | 611683
yf | 305817

Man versuche noch den Halbmesser des umschriebenen Kreises und die beiden
Diagonalen zu berechnen,

4. Bin Sehnenviereck aufzultsen, von dem man den Halbmesser r
des umschriebenen Kreises, eine Seite und die beiden anliegenden Winkel
kennt; und zwar sei speciell » = 10m, o = 16:34bm, £ A =
72014 26" und £ D = 93044 36",
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Die regelmiiBigen Vielecke.

I. Der Kreis. Von einem Kreisausschnitte kennt man den
Halbmesser » und den entsprechenden Centriwinkel a; wie findet
man die zugehorige Sehne, den Abstand derselben vom Mittel-
punkte, den Inhalt I des Sectors und den

Inhalt ¥ des Kreissegments? : Fig. 25.
Sei in Fig. 25 A0 =BO=r, / AOB 0
= o, AB = 5, OC = a, so ist nach Nr. 11
. U a S a
g == 27 sin g e=T €08 und a = 5 oty 5

TFerner haben wir nach Nr. 321 der Planimetrie

0 A4 C "B
F o= 3600 ° rig,
, .2
und da AN A40B = sé“ = '12— sin « ist, so erhalten wir fiir
f=F—A0A0B,
0 9
f= %(—)5 PRL A T sin o,
oder schliefilich
2 7 ol 72
— < | Ta07 - T e ST oc) e —f—2~ (are a — sin o).

Aufgaben.

1. Sei » == 4 om und « = 1140 35’ 80"'; wie grob ist s, ¢, F' und f?
9, Sei r = 25 m und F = (25 m?; wie grob ist «, s, @ und f?

3. Sei ¢ = 8 dm wnd ¢ = 6'9282 dm; wie findet man », @, F' und f7
Controle:

8.0
2

12
f=F— == 32— (ave & — sin a).

II. Fiir ein beliebiges regelmifiges Vieleck bezeichne n die
Seitenzahl, s, die Grofie einer Seite, £ den Halbmesser des um-
schriebenen und » den des eingeschriebenen Kreises. Der der
Vielecksseite entsprechende Centriwinkel sei «; derselbe ist gege-

- . . 3600 . .
ben durch die Gleichung « == ———. Welche Bezichungen bestchen
I
zwischen den Gréfen o, s, R und »?
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Ist in Fig. 26 4B = s, die V1e1ecksse1te, so ist offenbay
AO = R und C O = » und wir haben somit dic Gleichungen

P o= @cotg i, R=—""_ wdr= R cos 2.
2 2 2 sin — 2
, 2
Controle; o = 2 v_m
Aufgaben. ‘
1, Es sei 9 = V 10718 m; wie grol ist » und R?
2. s seim = 7 und B = 4 em; wie groh ist s und »?

8. Ixistiert ein regelmiiliges Vielack, bei welchem B = 544213 m und » —
534946 m ist?

II. Es ist der Flicheninhalt F, eines regelméfligen Vielecks
bestimmen, wenn n und emes der Stiicke s,, v und R bekannt sind.

Nach Nr. 270, VIIL der Planimetrie ist die Fliche des n-ecks
gegeben durch die Formel

By, = 1y nrs,,

wo 7 den Halbmesser des emgeschuobenen Kreises bedeutet, und
auf diese gestiitzt, wollen wir die cinzelnen Fille dur chgehen,

1. Sei gegeben n und s, Setzen wir statt » seinen Wert aus
IL, so erhalten wir

0
F, = 1/, ns,2 cotg lig,
)0
da bekanntlich o = —3%— ist.

2. Wenn n und » bekannt sind, so dlucken wir s, durch +
aus und erhalten

L, = m”g-l—%(—)—

8. Wire n und R gegeben, so wird mit Riicksicht auf IL.

‘ 0 3609
b, = Yyn.Rcs-— 180 2 B si 1—??~ = 1y n 1?2 sin Q%Q—
Aufgaben.

@) Bel n = 12 und ¢, =V 1- 0718 m; man suche Iy,
B) Sei n = 15 und » == 4 m; wie glo[& ist 17,9
") Wenn 2 = 9 und B = 6 em ist, wie grof} ist 7,7

Resultate: : )
Fyp = 12m% Iy = 51012 me, Iy = 104:18 em2,
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Einige geodiitisehe Aufgaben.

Sehr wichtige Anwendungen erfihrt die Trigonometrie in der
Feldmesskunst. Fiir den Geoditen ist die Trigonometrie ein unent-
behrliches Hilfsmittel. 'Wir wollen nur einige der wichtigeren Auf-
gaben vorfiihren.

1. Es ist die Hohe eines Objectes aus einer gegebenen horizontalen
Standlinie zu  besttmmen, deren Verldngerung durch den IFufl des
Objectes geht.

Sei in Fig. 26 AB = L die
Hohe des Objectes und CD = a die
gemessene Standlinie, deren Verliin-
gerung durch den Fufl 4 des Ob-
jectes geht. Auflerdem seien die bei- - /
den Elevationswinkel Bmp = o und / /

Bnp = p gemessen; Ap sei die Hohe n 1p
des Winkelmessinstruments. K ,

Um % zu finden, berechnen wir D C A
suerst Bp = @; diese CGhrofe wm die Hohe des Winkelmessinstru-
ments vermehrt, gibt die eigentliche Hohe des Objectes. Im Dreieck
mBnist mn = CD =a, / mnB = 180 —§ und / mBn = — «
Wir haben also nach Nr. 26

Tig. 26.

sin
=

Da nun im rechtwinkeligen Dreieck m.Bp

mB = «a

Bp = mB . sinoa

ist, so erhalten wir

__asinasinf
~ sin (p— o)

2. s ist die Entfernung wweier unzuginglichen Punkte auf dem
Felde zu bestimmen.

Um diese Aufgabe aufzuldsen, wihlen
wir eine Standlinie CD (Fig. 27), welche
mit der AB moglichst genau in derselben
horizontalen Ebene liegt, und welche ferner
noch die Rigenschaft besitzt, dass man von
jedem ihrer Endpunkte die Punkte A und B
sehen und anvisieren kann., Misst man nun
die Standlinie ¢ und die Winkel a, 8, v und 3, so kann man aus

diesen Daten x berechnen.
Sonndorfer, Geometrie, T. 2. : G

Fig. 217.
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Es ist Winkel CAD = 180° — (& -+ f -+ ) und / DBC =
180° — (8 4 v -+ 3). Wir haben nun in den Dreiecken 4CD und
BCD immer eine Seite und die Winkel gegeben und finden daher
nach Nr. 26 aus dem Dreieck ACD

- asin (a4 B) asinY
Ac—sin(a—}-ﬁ—}-y) undA sm(a—l—ﬁ—l-—y)

und aus dem Dreieck B(OD

= 4smf aBp— s t?
sin (B+v—+9) sin (B -y -+ 3)

Sind diese vier Groflen berechnet, so kénnen wir = entweder
aus dem Dreieck ABD oder aus dem Dreieck ABC suchen. In
jedem kennen wir zwei Seiten und den eingeschlossenen Winkel,
und finden daher auf die bekannte Weise die dritte Seite.

Es ist zweckmiiflig, = aus beiden Dreiecken zu bclechnen
indem man dadulch die Rechnung controliert.

Aufgabe.

Um die Entfernung zweler Kirchthiirme zu finden, wurde eine passende Stand-
linie gewihlt; dann wurden folgende Gréiflen gemessen: o = 120 m, o == T801' 45",
B = 36011"556", y = 84954’ 556’ und 5 = 8409’ 12”. Wie grofd ist die Ent—
fernung dieser beiden Kirchthilrme? i

3. Es sind die Entfernungen eines Punktes won drei anderen
Punkten, die mit ihm in derselben Ebene liegen und deven Lage 2u
einander bekannt ist, durch blofle Winkelmessungen im  erstgenannten
Punkte zu bestimmen.

Seien 4, B, € (Fig. 28) die ihrer gegenseitigen Lage nach ge-
gebenen Punkte. Ferner sei M jener
Punkt, dessen Entfernungen von 4, B
und C bestimmt werden sollen, voraus-
gesetzt, dass man nur die Winkel « und
8 messen kann. Gegeben ist auberdem
noch AB=gq, BC=bund / ABC=y.

Um die Entfernungen x, y und
z zu finden, suchen wir zuerst die
Winkel m und n, deren Summe wir
kennen. Is ist nimlich im Viereck ABCM

m—4n = 360" — (¢ + B 4~ 7).

Berechnen wir BM aus beiden Dreiecken mittels des Sinus-
satzes, so erhalten wir

BM =

Fig. 28.

a sin m b sinn
~———— und BM =

sin o sin p
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. oder durch Gleichsetzung dieser Werte

asinm __ bsinn
simo sinf
woraus weiter folgt
simm _ bsina
simn asinp

Wenden wir nun hier einen bekannten Satz aus der Lehre
von den Proportionen an, so erhalten wir

sinm — sin n bsin o — asinB
simm 4+ smn bsina -+ asinB’

oder mit Riicksicht auf Formel XXIV und XXIII in Nr. 17

m no . Mm-—n a sin
cos + sin 1 — ——————@—
2 2 . b sin o
. m-4n m—mn asin
s cos 1 —_—
2 : 2 + b sin a
a sin f3

Setzen wir jetzt = tg ¢, und beriicksichtigen wir

b sin o
ferner, dass tg 46" = 1 ist, so geht obige Formel @iber in

by
g 2 tg4BV—tge.

m+n 14 tg4b9. 19
W —5—

~oder schlielllich wegen Formel X in Nr. 15

m-—n

ty T
2 — [
— = g (50— ),

tg—2—

woraus nun folgt
' m— n

R )

m -—n

2

Aus dieser Gleichung berechnen wir == y0 ynd finden

‘dann

m o= 1800 — (LT 2T —) -+ e,

n = 180" — (ﬁ‘i_‘*;@il) — 0,



84 Fanfter Abschnitt. Hinige geoditische Autguben.

Mit Hilfe dieser beiden Winkel erhalten wir

o st (o - /m)
- s o

asimm __ bsinn l
o = T sne s
b sin (B -+ n)

sim b

@ —

&
.

Diese Aufgabe ist eine der schinsten und wichtigsten Aufgaben der pra;kw
fischen Geometrie, Man mennt sie gewthnlich das Pothenot'sche Problem. |Der
franzbsisehe Mathematiker Pothenot logte nimlich i Jubre 1692 der P‘LLhex
Akademio eine Abhandlung ilber diese Aufgabe vor. Man findet sie jedoch sehon
bei Snellins 1614. Den Gegonstand dieser Aufgabe bildet in der praktischen Yen-
metrio das FPestlegen eines Punktes durch das sogenannte Rilekwirtseingehhei-
den, withrend das Bestimmen eines Punktes, wie s bei der vorigen Auf?ahe
geschieht, das Vorwiirtseinschneiden genannt wird. . :

Dicse Aufgabe hesitzt die Bigenthimnlichkeit, dass sie fiir den Fall ?*Wu
a B4y = 1800 wird, d. h. wo (gemilll Nr. 186, II. der Planimetrie) dem Vlv;'('ck
ABCOM ein Kreis umschrieben werden kann, unendlich viele Auflisangen (gemit
Nr. 188, 2 der Planimetrie) zuliisst. Man muss also bei der praktischen Anwemiung‘
diesem Falle maglielist forn zu bleiben suchen. Zur Uehung berechne man tuluuhdos
Beispiel: Bs sei o == 8674 m, 6 = 12960 m und o == 320 1387 == 230 87 %24"
v = 1810447 55", ;

Resultate: m = 93031 31", i

no=28 56 27 , '
@ 1298-8 m, I

I

I

Y 16013 m,
# = 26076 m.

I

3
. " . . {
d. Mun suche die Entfernung wmweler DPunkte cuf dem lf'd{rz('
welche sich wegen cines dazwischen befindlichen Hindernisses nicht (lfwcf
messen lilsst. ‘ }\‘

Diese Aufgabe wurde bereits in Nr. 27 vollstiindiy gelist.s!

L .

8. Es ist die Intfernung mweier Punkte auf dem Felde zu
stimmen, von welchen einer unzuginglich ist.

o

Die Auflosung - dieser Aufgabe mige dem Schiiler i.ll‘fn:fx“w
lassen sein. ;
i
1)
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